
 
 

 
 

ز ژورنال-علم  فراه  نې  ړ څې   

 ل.ل، ژمی ۱۴۰۳دویم کال، درېیمه ګڼه، 
۱۹۲-۱۸۳مخ:   

 چبیشفپافنوتی های نوع اول پولینومبررسی 

 2پوهنیار عبدالوارث صدیقی * 1پوهنمل جاوید هاشمی

صیلات عالی تح ی تعلیم و تربیه، مؤسسه  پوهنح  دیپارتمنت ریاضی، دیپارتمنت فزیک، 

 فراه

 Jawidhashemi4@gmail.comایمیل: 

 چکیده

های چبیشف ترین انواع پولینومعنوان یکی از مهمبه 1چبیشف پافنوتی نوع اول هایپولینوم 

 به خاطرا هپولینوماین  ،دارند وتریکامپو علوم نقش اساسی در ریاضیات که  شوندمیشناخته 

دارند.  خاصیها و حل مسائل عددی اهمیت خود، در تحلیل داده فردمنحصربهای هیویژگ

عنوان ابزارهایی مؤثر برای کاهش ، بهمشتقیدر تخمین توابع و حل معادلات  خصوصبه هاپولینوم

رجسته چبیشف، ریاضیدان ب یهاپولینوم شوند. تاریخچهشناخته می خطا و بهبود دقت محاسبات

از آن زمان تاکنون،  های بسیار دور و به دوره اولیه ریاضیات کهبه زمانگردد می روسی، بر

در تحلیل عددی و پردازش سیگنال توسعه یافته  خصوصههای مختلف بدر حوزه کاربردهای آن

 ودنبدقیق و متعامد های های نوع اول چبیشف در توانایی ایجاد تقریباهمیت پولینوم .است

، ادغام یهای عددی مانند تجزیه و تحلیل فرکانسروش بهها پولینوم فضای تابعی نهفته است. این

ها رایی مدلعنوان ابزارهایی برای بهبود دقت و کاها بهد. پولینومنشو میگرفته  به کارو تخمین توابع 

های نوع اول پولینوم و تحلیل یبه بررس له،این مقا . درگیرندها مورد استفاده قرار میو الگوریتم

ن های ایو ویژگی ریفهای تحلیلی و عددی استفاده شده است. ابتدا تعچبیشف، از روش

شامل که  هامریاضی این پولینو  خواصسپس به تحلیل  آوری کردیمها را از منابع معتبر جمعپولینوم

ها، مقالات تحقیق ها از کتابداده .پرداختیم، باشدمی هاهای جبری آنروابط بازگشتی و ویژگی

ردیده است. های ریاضی تحلیل و بررسی گمعتبر استخراج شده و با استفاده از روش ینترنتیاو منابع 

یات و علوم در ریاض های خاصی کهویژگی لیبه دلها دهد که این پولینومنتایج این تحقیق نشان می

 .کارآمد هستند پرحل مسائل مختلف ریاضی بسیار دارند، در تقریب توابع و  کاربردی

 .متعامد ،مشتق ،چبیشف ،تقریب، پولینوم :لمات کلیدیک

 

                                                           
1 Pafnuty Chebyshev 
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ز ژورنال-علم  فراه  نې  ړ څې   

 ل.ل، ژمی ۱۴۰۳دویم کال، درېیمه ګڼه، 
۱۹۲-۱۸۳مخ:   

 مقدمه

نام ریاضیدان روسی پافنوتی چبیشف نامگذاری چبیشف، که به 2های نوع اولپولینوم

ند. این رو می به شماراند، یکی از موضوعات کلیدی در ریاضیات و علوم کامپیوتر شده

های خاص خود، از جمله متعامد بودن و توانایی کاهش خطا، پولینوم ها به دلیل ویژگی

. تاریخچه این (۱۳۹۶، زارعی)گیرند ها مورد استفاده قرار میدر طیف وسیعی از کاربر

بردهای خواص و کار  یبه بررسگردد، زمانی که چبیشف می ها به قرن نوزدهم بازپولینوم

های مختلفی از های چبیشف در زمینهپولینوم .ها پرداختیل دادهها در تخمین و تحلآن

 اهکاربرد دارند. این پولینوم مشتقیو حل معادلات  3جمله تحلیل عددی، پردازش سیگنال

ود دقت عنوان ابزارهایی مؤثر برای بهبتوانند بههای دقیق را دارند و میقابلیت ایجاد تقریب

 . (۱۳۹۵، نعمتی). روند به کاردر محاسبات 

های موجود در استفاده از ها، کاربردها و چالشدر این مقاله، به بررسی دقیق ویژگی

چنین، نتایج تجربی و نظری این . همشده استهای نوع اول چبیشف پرداخته پولینوم

وضوح اهمیت این مقدمه به .های مختلف مورد تحلیل قرار خواهد گرفتها در زمینهپولینوم

تر در های بیشدهد و زمینه را برای بررسیهای چبیشف را نشان میکاربردهای پولینومو 

 .کندمقاله فراهم می

 روش تحقیق

ه از کتب بوده و مطالب با استفاد تحلیلی و عددیای یعنی این تحقیق از نوع کتابخانه 

ی است. براآوری شده جمعهای معتبر علمی معتبر علمی و مقالات تحقیقی از ژورنال

 روز و مرتبط استفاده شده است.اطمینان از دقت و اهمیت، از منابع به

 های نوع اول چبیشفپولینوم :تعریف

، یک دنباله شوندینمایش داده م 𝑇𝑛(𝑥)های نوع اول چبیشف، که با سمبولپولینوم

های ویژگیشوند و تعریف می [1,1−]طور خاص در انتروال های هستند که بهپولینوم از

                                                           
2 Polynomials 

3 Signal processing 



 
 

 
 

ز ژورنال-علم  فراه  نې  ړ څې   

 ل.ل، ژمی ۱۴۰۳دویم کال، درېیمه ګڼه، 
۱۹۲-۱۸۳مخ:   

طور خاص برای شوند و بهتعریف می 4صورت بازگشتیها بهمتعامدی دارند. این پولینوم

 (.۱۳۹۵، پرتانیان ). گیرندتقریب توابع و حل مسائل عددی مورد استفاده قرار می

 پافنوتی چبیشف پولینوم نوع اول تابع

𝑇𝑛(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 

 :شودمی تعریف زیر صورتبه چبیشف اول نوع هایثابت پولینوم 𝑛برای 

𝑇𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃) = 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃), 

x به صورت = cos 𝜃 باشد 

𝑇𝑛(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠(𝑛 arccos(𝑥)),           − 1 ≤ 𝑥

≤ 1,    (Alkhamisi, 2021) 

|𝑥|، به ازای ≤ 𝑛و  1 = 0,1,2,3, یک  ا  دهیم که این تابع واقعدر ادامه نشان می. …

 است. 5های جبریپولینوم

nبرای   = xو  0 =  داریم 1

𝑇𝑛(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠0 = 1, 

𝑇1(𝑥) = cos(arccos 𝑥 = 𝑥. 

x با قرار دادن = cos 𝜃توانیم روابط زیر را بنویسیمیم 

𝑇1(𝑡) = cos(arccos(𝑐𝑜𝑠 𝜃) = 𝑐𝑜𝑠 𝜃. 

𝑇𝑛−1(𝑡) = cos((n − 1) arccos(𝑐𝑜𝑠 𝜃)) = cos ((𝑛 − 1)𝜃). 

𝑇𝑛+1(𝑡) = cos ((n + 1) arccos(cos 𝜃)) = cos ((𝑛 + 1)𝜃).  

(𝐴ℎ𝑚𝑒𝑑, 2023) 

 که جاییاز آن

cos((𝑛 − 1)𝜃) + cos((𝑛 + 1)𝜃) 

= 2𝑐𝑜𝑠
(𝑛 − 1)𝜃 + (𝑛 + 1)𝜃

2
𝑐𝑜𝑠

(𝑛 − 1)𝜃 − (𝑛 + 1)𝜃

2
 

= 2𝑐𝑜𝑠
2𝑛𝜃

2
𝑐𝑜𝑠

(−2𝜃)

2
= 2cos (𝑛𝜃) 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

 .(۱۳۸۶، فومشی نعمتی)

 

                                                           
4 Recurring 

5 Algebraic polynomials 

https://elmnet.ir/author/%d9%be%d8%b1%d8%aa%d8%a7%d9%86%db%8c%d8%a7%d9%86-%d9%85%d8%ad%d9%85%d8%af%d8%b9%d9%84%db%8c


 
 

 
 

ز ژورنال-علم  فراه  نې  ړ څې   

 ل.ل، ژمی ۱۴۰۳دویم کال، درېیمه ګڼه، 
۱۹۲-۱۸۳مخ:   

 اول چبیشف نوع هایپولینوم یهاریشه

 𝑐𝑜𝑠 𝜃 آید کهبه دست می زمانی گویندمی هم6گره هاآن به که هایپولینوم یهاریشه

 های طبیعی(:𝑛یعنی )برای  شود صفر به برابر

𝑥𝑡 = 𝑐𝑜𝑠
(2𝑡 − 1)𝜋)

2𝑛
,         𝑡 = 1,2, … , 𝑛, 

 cos (𝑛𝜃)و 

 آوریم تبه دسنوع اول چبیشف  هایپولینوم توانیم رابطه بازگشتی زیر را براییم

𝑇0(𝑥) = 1,    𝑇1(𝑥) = 𝑥,       𝑛 ≥ 1, 

𝑇𝑛−1(𝑥) + 𝑇𝑛+1(𝑥) = 2𝑇𝑛(𝑥)𝑇1(𝑥), 

⇒ 𝑇𝑛+1(𝑥) = 2𝑥𝑇𝑛(𝑥) − 𝑇𝑛−1(𝑥), (Aloui, 2018) 

 :آیدمی به دست زیر مثلثاتی رابطه از استفاده با بازگشتی رابطه این که

cos(𝑛 + 1)𝜃 + cos(𝑛 − 1) 𝜃 = 2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃,                𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝜃  

 .(1398، حیدری)

 

 

 

 

 

 (1395نوری، ( های نوع اول چبیشف: پولینوم1شکل

 چبیشف اول نوع هایپولینوم: 1جدول

𝑻𝒏(𝒙) N 

1 0 

𝒙 1 

𝟐𝒙𝟐 − 𝟏 2 

𝟒𝒙𝟑 − 𝟑𝒙 3 

𝟖𝒙𝟒 − 𝟖𝒙𝟐 + 𝟏 4 

                                                           
6 Knot 



 
 

 
 

ز ژورنال-علم  فراه  نې  ړ څې   

 ل.ل، ژمی ۱۴۰۳دویم کال، درېیمه ګڼه، 
۱۹۲-۱۸۳مخ:   

𝟏𝟔𝒙𝟓 − 𝟐𝟎𝒙𝟑 + 𝟓𝒙 5 

𝟑𝟐𝒙𝟔 − 𝟒𝟖𝒙𝟒 + 𝟏𝟖𝒙𝟐 − 𝟏 6 

𝟔𝟒𝒙𝟕 − 𝟏𝟏𝟐𝒙𝟓 + 𝟓𝟔𝒙𝟑 − 𝟕𝒙 7 

𝟏𝟐𝟖𝒙𝟖 − 𝟐𝟓𝟔𝒙𝟔 + 𝟏𝟔𝟎𝒙𝟒 − 𝟑𝟐𝒙𝟐 + 𝟏 8 

𝟐𝟓𝟔𝒙𝟗 − 𝟓𝟕𝟔𝒙𝟕 + 𝟒𝟑𝟐𝒙𝟓 − 𝟏𝟐𝟎𝒙𝟑 + 𝟗𝒙 9 

 (.1398منبع )هاشمی، 

 cos (𝑛𝜃)مثلثاتی  بسط ضرایب 𝑇𝑛(𝑥)چبیشف  هايمپولینو ضرایب که کنید توجه

 .باشدمی

 1مثال

𝑐𝑜𝑠2𝜃 = 2𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 1, 

𝑐𝑜𝑠3𝜃 = 4𝑐𝑜𝑠3𝜃 − 3𝑐𝑜𝑠𝜃, 

𝑐𝑜𝑠4𝜃 = 8𝑐𝑜𝑠4𝜃 − 8𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 1, (Cesarano, 2014) 

-هب را 𝑇𝑛(𝑥)است، 2𝑛−1برابر با  𝑇𝑛(𝑥)رفته در به کارپیشرو  جمله، ضریب پس

 .دهیممی نشان زیرمربعی  تدیترمینان صورت

𝑇𝑛(𝑥) =

|

|

𝑥  1 0 0
1 2𝑥
0 1

1 0
2𝑥 1

⋯ 0 0
⋯ 0
⋯ 0

0
0

0   0
0   0

 
1 2𝑥
0 1

⋮   ⋮
0   0

⋮ ⋮
0 0

⋯ 0
⋱ 1

0
0

⋮ ⋱
⋯ 1

1
2𝑥

|

|

 

,𝑎]در انتروال   𝑇𝑛(𝑥)چبیشفهای نوع اول پولینوم کنید توجه 𝑏] صورت زیر هب

 است.

𝑇∗
𝑛(𝑥) = 𝑇𝑛(𝑦),           𝑦 =

2

𝑏 − 𝑎
(𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
) ,             𝑛 ≥ 0, 

 (.1395نوری، )

 های نوع اول چبیشفهای پولینومویژگی



 
 

 
 

ز ژورنال-علم  فراه  نې  ړ څې   

 ل.ل، ژمی ۱۴۰۳دویم کال، درېیمه ګڼه، 
۱۹۲-۱۸۳مخ:   

نوع های بگیریم که در آن پولینوم نظر در را زیر8اسکالری ضرب اگر: 7متعامد بودن

 :متعامد هستند، به این معنا که [1,1−]چبیشف در انتروال اول 

〈𝑇𝑘, 𝑇𝑖〉 = ∫
𝑇𝑘(𝑥)𝑇𝑖(𝑥)

√1 − 𝑥2
𝑑𝑥 = 0,

1

−1

 

 :گاه آن

〈𝑇𝑘, 𝑇𝑖〉 = {

1

2
𝜋𝛿𝑖𝑗             𝑖 ≠ 0,   𝑗 ≠ 0

𝜋                        𝑖 = 𝑗 = 0  
          (Weisstein, 2003). 

𝑖در صورت که  = 𝑗  باشد𝑇𝑖(𝑥) = cos (𝑖 𝑎𝑟𝑐 cos(𝑥)) شود.می 

هستند و برای  1−و حداقل مقدار 1دارای حداکثر مقدارهای پولینوم این: 9محدوده

 .(۱۳۹۶، زارعی) هستند [1,1−]در انتروال ریشه  𝑛دارای  𝑛هر 

ها، پردازش سیگنال و حل معادلات اول چبیشف در تحلیل داده نوعهای پولینوم

 .ای دارندهکاربردهای گسترد مشتقی

 گیرینتیجه

-، یکی از مهمشوندیعنوان توابع چبیشف شناخته ماول چبیشف که به های نوعپولینوم

این توابع،  آیند.می به شمارترین و پرکاربردترین ابزارها در ریاضیات و علوم کامپیوتر 

-ویژگی .نندکهای نظریه تقریب و تحلیل عددی، نقش کلیدی ایفا میدر زمینه خصوصبه

تلف آل برای مسائل مخای ایدهها را به گزینهچبیشف، آنهای پولینوم فردمنحصربههای 

اهش ها در کهای بارز این توابع، توانایی آنریاضی تبدیل کرده است. یکی از ویژگی

تقریب توابع هایی که نیاز بهدر حالت خصوصخطای تقریب است. این خاصیت به

 یار حائز اهمیت است.غیرخطی وجود دارد، بس

ین توان توابع پیچیده را با دقت بالا و با کمترهای چبیشف، میز پولینومبا استفاده ا

های نوع اول چبیشف در نزدیکی نقاط براین، رفتار نوسانی پولینومبنا ؛خطا تقریب زد

                                                           
7 Orthogonality 

8 Internal multiplication 

9 Range 



 
 

 
 

ز ژورنال-علم  فراه  نې  ړ څې   

 ل.ل، ژمی ۱۴۰۳دویم کال، درېیمه ګڼه، 
۱۹۲-۱۸۳مخ:   

راحی بار و ط به پخششود که این توابع در حل مسائل مربوط انتهایی دامنه، باعث می

ط دهند که در شرایاین امکان را می به ماعبارت دیگر، این توابع فیلترها بسیار مؤثر باشند. به

-پولینوم .تری دست یابیم و از بروز خطاهای احتمالی جلوگیری کنیمدقت بیشخاص، به

داده  و علوم الکترونیک انجینریهای مختلفی از جمله چنین در زمینههای چبیشف هم

این امکان  انجینرانفیلترها، استفاده از این توابع بهعنوان مثال، در طراحی کاربرد دارند. به

طور مؤثری پردازش کنند و از نویزهای ناخواسته های ورودی را بهلدهد که سیگنارا می

 ه درکبتواند میهای نوع اول چبیشف مدر نهایت، بررسی و تحلیل پولینو  د.کاسته شو 

 منجر شود. لف تقریب و تحلیل عددیهای مختتری از روشعمیق

دقت و کارایی بالایی ، که نیاز بهیي نانجهای علمی و در زمینه خصوصاین موضوع به

بزرگ  هایدنیای امروز به سمت داده نکهیبه اکند. با توجه ای پیدا میهدارند، اهمیت ویژ 

تواند به می های چبیشفکند، درک و تسلط بر ابزارهایی مانند پولینومیو پیچیده حرکت م

در  .های موجود ارائه دهندبرای چال مؤثرترهای حلکمک کند تا راه انجینرانو  محققان

عنوان یک ابزار ریاضی قوی، نه تنها در نظریه، های نوع اول چبیشف بهمجموع، پولینوم

د و مطالعه و دارنریاضیات های مختلف بلکه در عمل نیز تأثیرات عمیق و مثبتی در زمینه

 .های قابل توجهی منجر شودواند به پیشرفتتیم هابررسی آن
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Abstract 
   The first kind of Chebyshev polynomials, known as the Pafnuty 

Chebyshev polynomials, are recognized as one of the most important 

types of Chebyshev polynomials, playing a fundamental role in 

mathematics and computer science. These polynomials are particularly 

significant due to their unique characteristics, which make them 

important in data analysis and numerical problem-solving. 

Polynomials, especially in estimating functions and solving differential 

equations, are recognized as effective tools for reducing errors and 

improving computational accuracy. The history of Chebyshev 

polynomials dates back to the time of the prominent Russian 

mathematician Pafnuty Chebyshev and the early days of mathematics. 

Since then, their applications have developed in various fields, 

particularly in numerical analysis and signal processing. The 

importance of the first kind of Chebyshev polynomials lies in their 

ability to create accurate approximations and their orthogonality in 

functional space. These polynomials are employed in numerical 

methods such as frequency analysis, integration, and function 

estimation. In this paper, we examine and analyze the first kind of 

Chebyshev polynomials using both analytical and numerical methods. 

We first collected definitions and characteristics of these polynomials 

from reputable sources, then analyzed their mathematical properties, 

which include recurrence relations and algebraic features. Data were 

extracted from books, research articles, and credible internet sources, 

and analyzed using mathematical methods. The results of this research 

indicate that these polynomials, due to their specific characteristics in 

mathematics and applied sciences, are highly efficient in function 

approximation and solving various mathematical problems. 

Keywords: Approximation, Chebyshev, Differential, Orthogonal, 

Polynomial  
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