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 چکیده 

شوند. های ریاضی، انجنیری، فزیکی و جمعیتی دیده می های غیرخطی در بسیاری از پدیدهسیستم 

ها در نزدیکی حالت تعادل اهمیت جدی دارد،  ها برای فهم رفتار آنبررسی پایداری این سیستم 

خصوص زمانی که حل صریح معادلات تفاضلی آسان یا در دسترس نیست. این تحقیق با روش  به

کند. های غیرخطی را بر اساس روش مستقیم لیاپانوف بررسی می مروری ـ تحلیلی، پایداری سیستم 

مثبت  لیاپانوف،  تابع  مفهوم  بر  مقاله  مسیرهای  تمرکز  امتداد  در  تابع  مشتق  رفتار  آن،  بودن  معین 

های جدید محاسباتی و چند مثال ساده کاربردی است.  سیستم، دشواری ساخت تابع مناسب، روش 

هایی مانند  آوری شده و بخشجمع  2015ات تحقیق از منابع معتبر منتشرشده پس از سال  معلوم

سیستم  غیرخطی،  کنترول  پایداری،  شبکه نظریه  کسری،  مرتبه  روش های  عصبی،  های  های 

شده نشان  گیرد. بررسی انجام های جمعیتی و اپیدمیولوژیک دربر می سازی و همچنان مودل بهینه 

پایداری،  می  درباره  داوری  امکان  معادلات،  صریح  حل  بدون  لیاپانوف  مستقیم  روش  که  دهد 

هم، یافتن تابع لیاپانوف  سازد. با آن تر پایداری نمایی را فراهم می پایداری مجانبی و در شرایط قوی 

های محاسباتی،  مناسب هنوز بخش دشوار این روش است و همین دشواری زمینه گسترش روش 

لیاپانوف کنترولی را فراهم کرده است. نتیجه مقاله آن است که روش مستقیم    یادگیری ماشین و توابع

محدودیت وجود  با  سیستملیاپانوف،  پایداری  آموزش  و  تحلیل  برای  هنوز  عملی،  های  های 

 .غیرخطی جایگاه مهم دارد

لیاپانوف، روش مستقیم لیاپانوف، سیستم   کلمات کلیدی: تابع  های  پایداری، پایداری مجانبی، 
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A Review Analysis of the Stability of Nonlinear 

Systems Based on Lyapunov’s Direct Method 

Mohammad Yazanparast, Farhad hakimi, Ahmad Wali Noori 

Abstract 
Nonlinear systems appear in many mathematical, engineering, physical, 

and population-related phenomena. Their stability analysis is important 

for understanding system behavior near equilibrium, especially when 

explicit solutions of the differential equations are difficult or 

unavailable. This article presents an analytical review of nonlinear 

system stability based on Lyapunov’s direct method. The study focuses 

on the Lyapunov function, its positive definiteness, the behavior of its 

derivative along system trajectories, the difficulty of constructing a 

suitable function, recent computational approaches, and several simple 

illustrative examples. The study relies on reliable sources published 

after 2015, covering stability theory, nonlinear control, fractional-order 

systems, neural networks, optimization and methods, and  also 

population and epidemiological models. The review shows that 

Lyapunov’s direct method can assess stability, asymptotic stability, 

and, under stronger assumptions, exponential stability without 

explicitly solving the system equations. Nevertheless, constructing a 

suitable Lyapunov function remains the most difficult part of the 

method, which has motivated the development of computational 

methods, machine-learning approaches, and control Lyapunov 

functions. The article concludes that Lyapunov’s direct method, despite 

its practical limitations, remains important for both the analysis and 

teaching of nonlinear system stability. 

Keywords: Asymptotic stability, Lyapunov direct method, Lyapunov 

function, Nonlinear systems, Stability 
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    ﷽ 

 مقدمه

.  الحمدلله رب العالمین و الصلاة و السلام علی سیدنا محد و علی آله و صحبه اجمعین

بی و سپاس  را  حمد  انسان  که  را سزاست  متعال  گرامی به  پایان خداوند  اندیشه  و  دانش 

او گشود. درود   برای  را  آبادانی جهان  و  راه شناخت  و  بر حضرت محمد داشت  وسلام 

 و برخاندان و یاران گرامی ایشان باد. آور علم، هدایت و رحمتمصطفی)ص( پیام

ها ساده و خطی نیست.  های طبیعی و تخنیکی، رابطه میان متحول در بسیاری از پدیده 

ها و بازخوردهای پیچیده سبب  اصطکاک، اشباع، قیود فزیکی، وابستگی متقابل متحول 

شوند که رفتار یک سیستم فقط با مودل های خطی توضیح داده نشود. از همین جهت،  می

انجنیری،  سیستم  فزیک،  تفاضلی،  معادلات  کاربردی،  ریاضیات  در  غیرخطی  های 

در   دارند.  مهمی  کنترول جایگاه  نظریه  همچنان  و  اپیدمیولوژیک  و  مودلسازی جمعیتی 

ادبیات جدید کنترول غیرخطی نیز تحلیل پایداری بر بنیاد توابع لیاپانوف یکی از ابزارهای  

 . (Bernal et al., 2022; Khalil, 2021)شود ها شمرده می اصلی برای فهم رفتار چنین سیستم 

سیستم  مطالعه  در  بنیادی  سوالات  از  از  پایداری  سیستم  وقتی  است.  دینامیکی  های 

ماند، حالت تعادل اندکی دور شود، باید دانست که مسیر آن در نزدیکی تعادل باقی می 

شود. این سوال در طراحی کنترول، مدارهای  گردد یا از آن دور می دوباره به تعادل برمی 

سیستم  با الکتریکی،  بلکه  ندارد،  نظری  جنبه  فقط  جمعیتی  مودلهای  و  میخانیکی  های 

لیاپانوف،   پایداری  منابع جدید،  در  پیوند دارد.  نیز  رفتار عملی سیستم  و  اعتماد  قابلیت 

تعادل  نقاط  تحلیل  برای  اصلی  مفهوم  سه  همچنان  نمایی  پایداری  و  مجانبی  پایداری 

 . (Bernal et al., 2022; Khalil, 2021)اند های دینامیکی سیستم 

جای  رود. در این روش، به روش مستقیم لیاپانوف برای بررسی همین مسئله به کار می 

حالتآن بر  مناسب  تابعی  شود،  پیدا  تفاضلی  معادلات  صریح  جواب  سیستم  که  های 

گردد. اگر این تابع مانند گردد و تغییر آن در طول مسیرهای سیستم مطالعه می انتخاب می

توان از رفتار آن درباره پایداری یک اندازه انرژی، فاصله یا انحراف از تعادل عمل کند، می

های دارای های مرتبه کسری، سیستمهای اخیر در سیستم نتیجه گرفت. همین ایده در سال 
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 Hinze)میرایی کسری، طراحی کنترول و وارسی خودکار توابع لیاپانوف نیز به کار رفته است  

et al., 2020; Tuan & Trinh, 2018; Voßwinkel & Röbenack, 2023) . 

برخی سیستم  برای  مناسب است.  تابع  انتخاب  این روش در  تابع  دشواری اصلی  ها، 

تابع درجه دوم ساده کافی است؛ اما در بسیاری از سیستم  های غیرخطی، انرژی یا یک 

سادگی ممکن نیست. همین مسئله باعث شده است که تحقیقات جدید به چنین انتخابی به 

مجموع  هایهای عصبی عمیق، روش های محاسباتی، ساختارهای نوع ماسرا، شبکهروش 

 ;Dawson et al., 2023)سازی توجه کنند  مربعات، توابع لیاپانوف ـ مانع و رویکردهای بهینه 

Doban & Lazar, 2018; Grüne, 2021; Jones et al., 2023). 

های غیرخطی را با تمرکز بر روش مستقیم  بر همین بنیاد، تحقیق حاضر پایداری سیستم 

کند. سوال اصلی تحقیق چنین است: روش مستقیم لیاپانوف چگونه  لیاپانوف بررسی می 

های غیرخطی را تحلیل کند؟  تواند بدون حل صریح معادلات تفاضلی، پایداری سیستممی

می داده  توضیح  تحقیق  روش  اول  سوال،  این  به  دادن  جواب  مبانی  برای  سپس  شود؛ 

گردد؛ های آن و چند مثال ساده بررسی میپایداری، روش مستقیم لیاپانوف، محدودیت

 .گرددگیری ارائه میو در پایان، بحث و نتیجه 

 روش تحقیق

ای آوری معلومات، کتابخانهاین تحقیق از نظر ماهیت، مروری ـ تحلیلی و از نظر شیوه جمع 

آوری نشده و هیچ تجربه لابراتواری، است. در این تحقیق دیتای لابراتواری جدید جمع

گیری ساحوی انجام نشده است. هدف مقاله، گردآوری اندازهسازی عددی مستقل یا  شبیه 

های غیرخطی و روش مستقیم  و تحلیل مفهومی منابع جدید و معتبر دربارۀ پایداری سیستم 

 .لیاپانوف است

استفاده  از سال  منابع  منابع چنین  نشر شده  2015شده همگی پس  انتخاب  معیار  اند. 

های غیرخطی، تابع لیاپانوف، روش مستقیم  بوده است: ارتباط مستقیم با پایداری، سیستم

روش  علمی،  لیاپانوف،  معتبر  ناشر  سوی  از  نشر  و  غیرخطی  کنترول  محاسباتی،  های 

داوری ژورنال  یا  معتبر  نهایی  کنفرانس  فهرست  در  قدیمی  منابع  دلیل،  همین  به  شده. 
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به دلیل جایگاه  نیامده ناوردایی لا سال،  مانند اصل  تاریخی،  مفاهیم  بعضی  اند، هرچند 

 .اندنظری خود در متن باقی مانده 

ای انجام شده است. نخست مفاهیم سیستم  صورت مفهومی و مقایسهتحلیل منابع به 

دینامیکی، نقطه تعادل، پایداری لیاپانوف، پایداری مجانبی و پایداری نمایی بررسی شد.  

سپس شرایط تابع لیاپانوف، رفتار مشتق آن و دشواری ساخت تابع مناسب تحلیل گردید. 

اند؛ های جدید ساخت و ارزیابی تابع لیاپانوف پرداختهبعد تحقیقاتی بررسی شد که به شیوه

روش  جمله  شبکهاز  ماسرا،  نوع  ساختارهای  محاسباتی،  تقریبا  های  توابع  عصبی،  های 

و   جمعیتی  کاربردهای  و  کنترولی  لیاپانوف  توابع  مربعات،  مجموع  روش  لیاپانوفی، 

 Cangiotti et al., 2024; Doban & Lazar, 2018; Gaby et al., 2022; Li et)  .اپیدمیولوژیک

al., 2023; Liu et al., 2020). 

نشدهمثال آورده  تازه  قضایای  اثبات  برای  تحقیق  آنهای  هدف  روشناند؛  کردن ها 

گیری با محاسبه ها ساده و قابل پی منطق روش مستقیم لیاپانوف است. از همین سبب، مثال 

 .پایداری روشن بمانداند تا رابطه میان سیستم، تابع لیاپانوف و نتیجه  دستی انتخاب شده 

 ها و تحلیل نظری یافته

 های غیرخطی و پایداری مبانی نظری سیستم 

بیان می تغییر حالت یک پدیده را در طول زمان  کند. اگر حالت یک سیستم دینامیکی 

توان چنین  نمایش داده شود، یک سیستم پیوسته و خودمختار را می   𝑥(𝑡)سیستم با وکتور 

 :نوشت

𝑥̇ = 𝑓(𝑥) 

𝑥 که در آن ∈ ℝ𝑛   وکتور حالت و𝑓    ساحه وکتوری سیستم است. در این تحقیق، نقطه

مانند   متحول،  می 𝑥̇بالای  نشان  را  زمان  به  نسبت  مشتق  هرگاه  ،  𝑓(𝑥𝑒)دهد.  = باشد،    0

نقطه تعادل است؛ یعنی اگر سیستم از آن نقطه آغاز شود، در همان حالت باقی  𝑥𝑒نقطه

 .  (Bernal et al., 2022; Khalil, 2021)ماند می

𝑥̇اگر سیستم به شک = 𝐴𝑥   پذیری و تجانس در آن برقرار  ل نوشته شود و اصل جمع

های بالاتر، توابع مثلثاتی، اشباع  باشد، سیستم خطی است. اما وقتی جملات ضربی، توان

های غیرخطی شود. در سیستم تر وارد مودل شوند، سیستم غیرخطی می یا روابط پیچیده 
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محدودیت و  متفاوت  محلی  رفتارهای  تعادل،  نقطه  چند  است  برای ممکن  جدی  های 

آن خطی تحلیل  بناء،  آید.  وجود  به  ساختار  سازی  که  دارد  نیاز  ابزارهایی  به  معمولا  ها 

 . (Bernal et al., 2022; Voßwinkel & Röbenack, 2023)غیرخطی سیستم را حفظ کنند 

𝑧برای تحلیل پایداری معمولا با تغییر متحول   = 𝑥 − 𝑥𝑒 مسئله به بررسی پایداری مبدأ ،

شود. پایداری به مفهوم لیاپانوف به این معناست که اگر حالت ابتدایی به اندازه  منتقل می

های آینده درمجاورتتعادل باقی  کافی به تعادل نزدیک باشد، مسیر سیستم برای همه زمان

کند و لزوما به معنای  ماندن را تضمین میاین تعریف فقط نزدیکباید متوجه بود که  بماند.  

 . (Khalil, 2021)برگشت به تعادل نیست 

شود که تعادل پایدار باشد و تمام مسیرهای نزدیک  پایداری مجانبی زمانی مطرح می

یعنی برسند؛  تعادل  به  نهایت  𝑥(𝑡) به آن، در  → 𝑥𝑒  وقتی 𝑡 → پایداری نمایی شکل ∞  .

افزون بر تقرب مسیرها به تعادل، سرعت این تقرب را نیز تری از پایداری است؛ زیرا  قوی

 کند: با یک حد نمایی بیان می 

∥ 𝑥(𝑡) − 𝑥𝑒 ∥≤ 𝑀𝑒−𝛼𝑡 ∥ 𝑥(0) − 𝑥𝑒 ∥ 

𝑀 که در آن ≥ 𝛼 و 1 > اند. این نوع پایداری در کنترول اهمیت دارد، ثوابت مثبت  0

 ,.Bernal et al)چون فقط رسیدن به تعادل مطرح نیست؛ سرعت کاهش خطا نیز مهم است  

2022; Khalil, 2021)  . 

 روش مستقیم لیاپانوف 

راه از  یکی  لیاپانوف  مستقیم  سیستم روش  در  پایداری  تحلیل  اصلی  غیرخطی  های  های 

است. نقطه قوت این روش آن است که برای داوری درباره پایداری، حل صریح معادلات 

شود و رفتار  های آن انتخاب میجای حل سیستم، تابعی بر حالت تفاضلی لازم نیست. به 

گردد. همین ایده در منابع جدید، هم در  این تابع در امتداد مسیرهای سیستم بررسی می 

های مرتبه کسری و دارای میرایی کسری، ادامه یافته  های کلاسیک و هم در سیستمسیستم 

 . (Hinze et al., 2020; Tuan & Trinh, 2018; Voßwinkel & Röbenack, 2023)است 

𝑥̇ برای سیستم خودمختار = 𝑓(𝑥)با فرض ، 𝑓(0) = تواند تابع زمانی می 𝑉(𝑥) ، تابع0

ناحیه مورد نظر، باشد که در  𝑉(0) لیاپانوف  = 𝑥 و برای 0 ≠ 0، 𝑉(𝑥) > باشد. چنین   0

مثبت  )تابعی  موارد،  Positive Definiteمعین  از  بسیاری  در  است.   ) 𝑉 می مانند  را  توان 

های ای برای فاصله از تعادل، انرژی یا میزان انحراف سیستم تفسیر کرد. در سیستم اندازه
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های گیرد؛ اما در سیستم میخانیکی، بعضی اوقات انتخاب تابع از انرژی سیستم الهام می 

 Bernal)تر، یافتن تابع مناسب به شناخت بسیار دقیق ساختار ریاضی مودل نیاز دارد  پیچیده 

et al., 2022; Khalil, 2021) . 

انتخاب   از  امتداد مسیرهای سیستم است.  𝑉پس  ، مرحله مهم محاسبه مشتق آن در 

 شود: باشد، مشتق آن چنین نوشته می  پذیرمشتق   𝑉اگر 

𝑉̇(𝑥) = ∇𝑉(𝑥)𝑓(𝑥) 
کاهش    𝑉̇،  مشتق زمانی تابع لیاپانوف در طول حرکت سیستم است. اگر  𝑉̇در این رابطه

توان از آن برای تحلیل پایداری استفاده کرد. به  معین را نشان دهد، مییک کمیت مثبت 

مانند را از دست بدهد، تر، اگر سیستم در طول زمان مقدار یک کمیت انرژیبیان ساده 

 .شوندتر میمسیرها به رفتار پایدار نزدیک 

𝑉̇معین باشد و  مثبت  𝑉گیری اصلی چنین است: اگرنتیجه  ≤ درمجاورت تعادل   0

𝑉̇برقرار گردد، تعادل پایدار به مفهوم لیاپانوف است. اگر افزون بر آن،   < برای همه   0

𝑥 ≠ برقرار باشد، تعادل مجانبا پایدار خواهد بود. ارزش این نتیجه در آن است که   0

 ;Bernal et al., 2022)شود بدون حل صریح سیستم، رفتار کیفی مسیرها قابل بررسی می

Khalil, 2021) . 

𝑉̇ با این حال، حالت ≤ همیشه برای اثبات پایداری مجانبی کافی نیست. اگر مشتق    0

𝑉̇ ای باقی بمانند که در آن  معین باشد، ممکن است مسیرها در مجموعهنیمه فقط منفی =

یافته آن برای  های تعمیم است. در چنین مواردی، اصل ثابت ماندن لا سال یا صورت   0

کار می تحلیل دقیق  به  ماندن در گسترش روش  تر  ثابت  ایده  نیز  رود. در کارهای جدید 

شود های دارای میرایی کسری، دیده میویژه سیستم تر، بههای پیچیده مستقیم برای سیستم

(Hinze et al., 2020; Khalil, 2021) . 

آید. اگر تابع لیاپانوف از بالا و پایین با  تر به دست میپایداری نمایی با شرایط قوی

 های درجه دوم نسبت به عبارت

  ∥ 𝑥  محدود  شود و مشتق آن شرطی مانند∥

𝑉̇ ≤ −𝑐 ∥ 𝑥 ∥2 
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می سازد،  برآورده  روش  را  حالتی،  چنین  در  گرفت.  نتیجه  نمایی  متقارب  درباره  توان 

 Bernal et)دهد  لیاپانوف علاوه بر نوع پایداری، درباره سرعت متقارب نیز معلومات می

al., 2022; Khalil, 2021) . 

 های روش مستقیم لیاپانوف ها و چالش مزایا، محدودیت 

کند. نخستین مزیت روش مستقیم لیاپانوف این است که نیاز به حل صریح سیستم را کم می

های غیرخطی، یافتن جواب تحلیلی دشوار است و گاهی اصلا برای  برای بسیاری از سیستم

به ساختار خود سیستم   را از حل معادله  لیاپانوف توجه  پایداری لازم نیست. روش  فهم 

تغییر نگاه سبب شده است که این روش در ریاضیات کاربردی و منتقل می کند. همین 

باشد   داشته  کاربرد  همچنان   ,Khalil, 2021; Voßwinkel & Röbenack)کنترول غیرخطی 

2023) . 

تابع  جدید،  غیرخطی  کنترول  در  است.  کنترول  طراحی  با  پیوند  آن  دیگر  مزیت 

های اخیر، این مفهوم شود. در ساللیاپانوف کنترولی برای بیان هدف پایداری استفاده می

سیستم در  ایمنی  و  پایداری  ترکیب  برای  و  گرفته  قرار  کنترولی  مانع  تابع  کنار  های  در 

هایی که نسبت به ورودی کنترول ساختار خطی  های غیرخطی افاین، یعنی سیستم سیستم 

 .(Dawson et al., 2023; Li et al., 2023)دارند به کار رفته است 

اند، نه لازم. اگر تابع لیاپانوف محدودیت مهم روش این است که بیشتر شرایط آن کافی

توان فوراً مناسب پیدا شود، پایداری قابل اثبات است؛ اما اگر چنین تابعی پیدا نشود، نمی

های محاسباتی گفت سیستم ناپایدار است. در همین نقطه، توابع تقریبا لیاپانوفی و روش 

می  پیدا  میاهمیت  نشان  زیرا  و  کنند،  ساده  شکل  به  همیشه  پایداری  تحلیل  که  دهند 

 ,Doban & Lazar, 2018; Grüne)ماند  کلاسیک کاهش یکنواخت یک تابع محدود نمی 

2021; Liu et al., 2020) . 

سیستم  در  مناسب  تابع  آسان یافتن  ساده  به های  است،  ساختار  تر  مودل  وقتی  ویژه 

شده یا دارای قیود، های پربعد، کوپلمحور یا بعد پایین داشته باشد. اما در سیستمانرژی

هایی مانند ساخت توابع  دهند. برای همین، روش توابع درجه دوم ساده همیشه جواب نمی 

شبکه  با  تقریب  ماسرا،  شبکه نوع  عمیق،  عصبی  مجموع  های  لیاپانوف،  عصبی  های 
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 Doban & Lazar, 2018; Gaby)اند  نما در ادبیات جدید مطرح شدهو حذف کمیت مربعات

et al., 2022; Grüne, 2021; Jones et al., 2023; Voßwinkel & Röbenack, 2023). 

رده  بعضی  نیز خاص های خاص سیستم در  لیاپانوف  تابع  برای  تر می ها، شکل  شود. 

برای تحلیل پایداری و اثر  پذیرماگزیمم تفکیک های یکنواخت، توابعنمونه، در سیستم 

به کار رفته  این موضوع نشان می تاخیرهای زمانی  لیاپانوف فقط یک  اند.  دهد که روش 

کند بندی مناسب خود را پیدا می قالب ثابت نیست؛ بلکه بسته به نوع سیستم، ابزار و صورت

(Feyzmahdavian et al., 2018) . 

 های کاربردی مثال

شود. هدف از این  دادن منطق روش مستقیم لیاپانوف، سه مثال ساده بررسی میبرای نشان

روشنمثال بلکه  نیست؛  تازه  قضیه  ارائه  تابع  ها  انتخاب  نحوه  نوع  ساختن  و  لیاپانوف 

 گیری درباره پایداری است. نتیجه 

𝒙̇ مثال اول: سیستم اسکالر = −𝒙𝟑 

این مثال از نظر ساختار بسیار ساده است، اما برای فهم روش لیاپانوف ارزش آموزشی  

𝑓(𝑥) دارد. نقطه تعادل از شرط = ∗𝑥 آید و برابر بابه دست می 0 = است. تابع زیر را  0

 گیریممی در نظر 

𝑉(𝑥) =
1

2
𝑥2 

𝑉  زیرامثبت است،  𝑉(0) معین  = هر 0 برای  𝑥 و  ≠ 0، 𝑉(𝑥) > امتداد 0 در  آن  مشتق   .

 مسیرهای سیستم چنین است 

𝑉̇(𝑥) = 𝑥𝑥̇ = 𝑥(−𝑥3) = −𝑥4 

𝑥 برای هر ≠ 𝑉̇(𝑥) ، مقدار0 < است. بنابراین، تعادل مبدأ پایدار مجانبی است. چون  0

ماند، پایداری مجانبی در این مثال ماهیت سراسری  این نتیجه در تمام خط حقیقی برقرار می 

توان با یک تابع ساده رفتار  دارد. اهمیت مثال در آن است که بدون حل صریح معادله، می

 . (Khalil, 2021)پایداری سیستم را تشخیص داد 

 مثال دوم: آونگ میرا 

دادن نقش انرژی در روش لیاپانوف است. مودل حالت  نشان آونگ میرا نمونه مناسبی برای  

 توان چنین نوشتآن را می 
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𝜃̇ = 𝜔, 𝜔̇ = −
𝑔

ℓ
sin𝜃 − 𝑐𝜔, 𝑐 > 0 

,𝜃) تعادل پایین آونگ در 𝜔) =  گیریممانند زیر را در نظر می قرار دارد. تابع انرژی (0,0)

𝑉(𝜃, 𝜔) =
1

2
𝜔2 +

𝑔

ℓ
(1 − cos𝜃) 

معین است؛ البته ناحیه تحلیل باید طوری انتخاب درمجاورت تعادل پایین، این تابع مثبت 

تعادل  که  امتداد شود  در  تابع  مشتق  نگردد.  شامل  را  زاویه  تناوب  از  ناشی  دیگر  های 

 آیدمسیرهای سیستم چنین به دست می

𝑉̇ = 𝜔𝜔̇ +
𝑔

ℓ
sin𝜃𝜃̇ = 𝜔 (−

𝑔

ℓ
sin𝜃 − 𝑐𝜔) +

𝑔

ℓ
sin𝜃𝜔 = −𝑐𝜔2 ≤ 0. 

مثال،  این  رو،  نیمه منفی  𝑉̇ در  از همین  نتیجه معین است.  پایداری برای  گیری درباره 

ترین مجانبی باید از تحلیل تکمیلی استفاده کرد. با اصل ثابت ماندن لا سال، چون بزرگ

𝑉̇ مجموعه ثابت در =  (0,0)است، تعادل پایین آونگ درمجاورت (0,0) همان تعادل 0

می به نشان  مثال  این  بود.  خواهد  مجانبی  پایدار  محلی  سیستم صورت  در  که  های دهد 

تواند با تحلیل ثابت ماندن به نتیجه  معین بودن مشتق تابع لیاپانوف می نیمه مکانیکی، منفی 

 . (Khalil, 2021)تری برسد قوی

 مثال سوم: مودل جمعیتی لجستیک

های میخانیکی یا کنترولی محدود نیست. برای نمونه، مودل  روش لیاپانوف به سیستم 

 گیریم:لجستیک زیر را در نظر می 

𝑁̇ = 𝑟𝑁 (1 −
𝑁

𝐾
) , 𝑟 > 0,  𝐾 > 0 

𝑁 ظرفیت رنج محیط است. دو نقطه تعادل سیستم   𝐾اندازه جمعیت و    𝑁در این مودل،   =

𝑁 و 0 = 𝐾  باشند. برای بررسی تعادل مثبتمی 𝑁 = 𝐾 کنیم، تابع زیر را انتخاب می 

𝑉(𝑁) =
1

2
(𝑁 − 𝐾)2 

𝑁 این تابع نسبت به تعادل = 𝐾  امتداد مسیرهای سیستم  معین است. مشتق آن در مثبت

 شودچنین محاسبه می 

𝑉̇ = (𝑁 − 𝐾)𝑁̇ = (𝑁 − 𝐾)𝑟𝑁 (1 −
𝑁

𝐾
) = −

𝑟

𝐾
𝑁(𝑁 − 𝐾)2 

𝑁 در مودل جمعیتی، ناحیه  > بنابراین نتیجه   0 ناحیه طبیعی و معنادار سیستم است؛ 

𝑁 شود. برای هرپایداری نیز در همین ناحیه بیان می > 𝑁 و 0 ≠ 𝐾مقدار ، 𝑉̇ < است.  0
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𝑁 پس تعاد = 𝐾  دهد که منطق  در ناحیه مثبت پایدار مجانبی است. این مثال نشان می  ل

ویژه زمانی که هدف فهم روش لیاپانوف در مودلهای جمعیتی نیز قابل استفاده است، به 

ها باشد. در ادبیات جدید مودلهای جمعیتی و اپیدمیولوژیک نیز توابع لیاپانوف  رفتار تعادل 

اند گونه گسترده استفاده شدههای مبتنی بر معادلات تفاضلی به برای تحلیل پایداری سیستم

(Cangiotti et al., 2024). 

سازند. در مثال ای از روش مستقیم لیاپانوف را روشن میاین سه مثال هر کدام جنبه

دهد. در طور مستقیم پایداری مجانبی را نشان می معین بودن مشتق تابع به اسکالر، منفی

منفی  مشتق  میرا،  تعیین نیمهآونگ  نقش  سال  لا  مانده  ثابت  اصل  و  است  کننده  معین 

به کار می می رود. بدین گیرد. در مودل لجستیک، همان منطق در بستری غیرمیخانیکی 

دهند که روش مستقیم لیاپانوف  ها فقط محاسبات ساده نیستند؛ بلکه نشان می ترتیب، مثال 

 یابد. چگونه از ریاضیات نظری به مودلهای کاربردی انتقال می

 اپیدمیولوژیک   مثال چهارم: مودل های 

اپیدمیولوژیک، مودل سادهبرای نشان لیاپانوف در مودلهای   دادن کاربرد روش مستقیم 

SIS  به در نظر گرفته می پایدار  بهبودی مصونیت  از  افراد پس  این مودل،  دست شود. در 

بررسی پایداری  های لیاپانوف در  شوند. روشآورند و دوباره وارد گروه حساس مینمی

 .(Cangiotti et al., 2024) شده اپیدمیولوژیک کاربرد گسترده دارندبندیمودلهای بخش

و    𝐼(𝑡)اگر   باشد  مصاب  افراد  𝑆(𝑡)نسبت  + 𝐼(𝑡) = مصاب 1 افراد  به  مربوط  معادله   ،

 :شودصورت زیر نوشته می به

𝐼̇ = 𝛽𝐼(1 − 𝐼) − 𝛾𝐼 

 توان نوشتکه به شکل معادل می 

𝐼̇ = 𝐼[(𝛽 − 𝛾) − 𝛽𝐼] 

 نرخ بهبودی است. تعادل بدون مرض برابر است با 𝛾نرخ انتقال و   𝛽در این روابط،  

𝐼∗ = 0 

 شودصورت زیر تعریف می و عدد تولیدمثل پایه مودل به 

𝑅0 =
𝛽

𝛾
 

 شودبرای بررسی پایداری تعادل بدون مرض، تابع لیاپانوف زیر انتخاب می
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𝑉(𝐼) =
1

2
𝐼2 

 

𝐼این تابع در  = 𝐼صفر و برای  0 ≠ مثبت است. مشتق تابع لیاپانوف در امتداد مسیرهای   0

 سیستم برابر است با

𝑉̇(𝐼) = 𝐼𝐼 ̇

 با جایگذاری معادله مودل داریم

𝑉̇(𝐼) = 𝐼2[(𝛽 − 𝛾) − 𝛽𝐼] 

 اگر شرط

𝛽 < 𝛾 

 برقرار باشد، آنگاه

𝑅0 =
𝛽

𝛾
< 1 

𝐼و برای   > 𝑉̇(𝐼)، مقدار  0 < ∗𝐼خواهد بود. بنابراین، تعادل بدون مرض    0 = در ناحیه  0

 .زیستی مودل پایدار مجانبی است

 :، مقادیر زیر در نظر گرفته شدندMATLAB برای بررسی عددی این نتیجه در

𝛽 = 0.3,  𝛾 = 0.5,  𝐼(0) = 0.2 

 در این حالت 

𝑅0 =
0.3

0.5
= 0.6 < 1 

شود. در زمان  با افزایش زمان به صفر نزدیک می  𝐼(𝑡)دهد که  سازی عددی نشان میشبیه 

𝑡 =  ، مقدار تقریبی نسبت افراد مصاب برابر است به 30

𝐼(30) ≈ 3.82 × 10−4 

 

 همچنان مقدار تابع لیاپانوف در همین زمان تقریبا برابر است با 

𝑉(30) ≈ 7.28 × 10−8 

 

دهد که با نتیجه تحلیل نظری سازگار است و نشان می  𝑉(𝐼)و تابع   𝐼(𝑡)کاهش پیوسته  

𝑅0برای   < ، تعادل بدون مرض پایدار مجانبی است. مقادیر پارامترهای این مثال صرفا  1

اند و از معلومات واقعی یک اپیدمی استخراج  برای نمایش عددی نتیجه نظری انتخاب شده

 .اندنشده
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 مناقشه

بالا نشان می  پایداری سیستمتحلیل  برای فهم  لیاپانوف هنوز  های  دهد که روش مستقیم 

تر نیازی از حل صریح معادلات نیست؛ مهمغیرخطی اهمیت جدی دارد. دلیل آن فقط بی 

سازد. وقتی تابع مناسب  گر را به ساختار سیستم معطوف می این است که روش، نگاه تحلیل

 ,Khalil)تواند درباره تعادل معلومات دقیق بدهد  انتخاب شود، رفتار آن در طول مسیرها می 

2021; Voßwinkel & Röbenack, 2023). 

خطی  با  مقایسه  میدر  وفادارتر  غیرخطی  مودل  به  لیاپانوف  روش  ماند.  سازی، 

نشان  خطی را  غیرخطی  رفتارهای  همه  همیشه  اما  است،  مفید  محلی  بررسی  برای  سازی 

خطینمی کنارگذاشتن  معنای  به  این  البته  مسائل، دهد.  از  بسیاری  در  نیست؛  سازی 

سازی و روش لیاپانوف در کنار هم کارآمدترند. تفاوت اصلی این است که در روش  خطی

تری از رفتار سیستم  تواند تحلیل عمیقلیاپانوف، اگر تابع مناسب وجود داشته باشد، می

 . (Bernal et al., 2022)ارائه کند 

مشکل اصلی همچنان انتخاب تابع است. در مثال اسکالر، تابع درجه دوم کافی بود.  

رسید. در مودل لجستیک نیز فاصله از  مانند طبیعی به نظر می در آونگ میرا، تابع انرژی

هایی  های پربعد و پیچیده، چنین حدستعادل مثبت، تابع مناسبی ساخت. اما در سیستم

با روش  لیاپانوف  تابع  به ساخت  ادبیات جدید  به همین دلیل،  نیست.  های همیشه ساده 

مجموع مربعات توجه کرده  ریزیهای عصبی و برنامهمحاسباتی، یادگیری ماشین، شبکه

 . (Gaby et al., 2022; Grüne, 2021; Jones et al., 2023)است 

سال  گستردهدر  لیاپانوف  روش  دامنه  اخیر،  در سیستم های  است.  مرتبه  تر شده  های 

 ,.Liu et al)اند  کارگیری روش مستقیم مطرح کردهای برای بهکسری، محققان شرایط تازه

2016; Tuan & Trinh, 2018) های دارای میرایی کسری نیز تعمیم روش مستقیم  . در سیستم

 Hinze)تر را فراهم ساخته استو استفاده از ایده ناوردایی، امکان تحلیل مودلهای پیچیده 

et al., 2020)  مانع تابع  کنار  در  کنترولی  لیاپانوف  تابع  نیز  جدید  غیرخطی  کنترول  در   .

 Dawson et al., 2023; Li)کنترولی، راهی برای ترکیب پایداری و ایمنی فراهم کرده است  

et al., 2023). 
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از نگاه آموزشی، روش مستقیم لیاپانوف برای محصلان ریاضیات، فزیک و انجنیری  

برد. ها را از حل میخانیکی معادلات به سمت فهم رفتار سیستم میارزش دارد؛ چون آن 

البته تدریس این روش زمانی موثرتر است که منطق انتخاب تابع نیز توضیح داده شود. اگر 

به نظر می فقط فورمول ارائه شوند، روش خشک و حفظی  اما وقتی رابطه میان  ها  رسد؛ 

 .شودتابع، مشتق و رفتار مسیرها روشن شود، مفهوم پایداری بهتر فهمیده می

سازی عددی  محدودیت این مقاله آن است که ماهیت مروری ـ تحلیلی دارد و شبیه 

های ساده های پیوسته و مثال کند. تمرکز مقاله بر سیستم تازه یا الگوریتم جدید ارائه نمی 

می  آینده  در  است.  در سیستم بوده  را  بحث  همین  گسسته، سیستم توان  دارای های  های 

های های پربعد، مودل های جمعیتی و اپیدمیولوژیک پیچیده و روش قطعیت، سیستم عدم

 . (Cangiotti et al., 2024; Grüne, 2021; Li et al., 2023)مبتنی بر یادگیری ماشین ادامه داد 

 گیری نتیجه 

انجام میتحلیل  نشان  میشده  لیاپانوف  مستقیم  روش  که  صریح دهد  حل  بدون  تواند 

های غیرخطی را بررسی کند. در این روش، با انتخاب  معادلات تفاضلی، پایداری سیستم

می  سیستم،  مسیرهای  امتداد  در  آن  مشتق  مطالعه  و  مناسب  پایداری،  تابعی  درباره  توان 

تر، پایداری نمایی نتیجه گرفت. همین خاصیت سبب  مجانبی و در شرایط قویپایداری  

های شده است که روش مستقیم لیاپانوف یکی از ابزارهای مهم در تحلیل نظری سیستم 

 .غیرخطی باقی بماند

با وجود این، روش مستقیم لیاپانوف تنها یک ابزار اثبات نیست؛ بلکه چارچوبی برای 

های میخانیکی، کنترولی،  کند. کاربرد آن در سیستم فهم ساختاری رفتار سیستم فراهم می

دهد که این روش از نظر نظری و آموزشی  الکتریکی، جمعیتی و اپیدمیولوژیک نشان می

ترین  ظرفیت گسترده دارد. با این حال، دشواری یافتن تابع لیاپانوف مناسب همچنان مهم

و   روشن  پایداری  تحلیل  شود،  انتخاب  مناسب  تابع  اگر  است.  آن  عملی  محدودیت 

به قانع آن  نبود  نشود،  پیدا  تابعی  اگر چنین  اما  بود؛  ناپایداری کننده خواهد  دلیل  تنهایی 

 .سیستم نیست
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، تحقیقات جدید این دشواری را از مسیرهای مختلف  2015بر اساس منابع پس از سال  

کرده روش دنبال  جمله  از  بهینه اند؛  محاسباتی،  شبکههای  توابع  سازی،  عصبی،  های 

های مرتبه کسری، وارسی خودکار  مجموع مربعات، سیستم  هایلیاپانوف کنترولی، روش 

لیاپانوف،   مستقیم  روش  میان  پیوند  رو،  این  از  اپیدمیولوژیک.  کاربردهای  و  پایداری 

تواند زمینه  های جدید ساخت تابع و کاربردهای آموزشی و اپیدمیولوژیک آن می روش 

 .مناسبی برای تحقیقات آینده باشد
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