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 هااسپلاین-توابع بی بررسی

تعلیم و  هنځیپو دیپارتمنت ریاضی، ،  2پوهنمل محمد حسین فراهی * 1پوهنیار جاوید هاشمی

 تحصیلات عالی فراه سسۀتربیه، مؤ

 gmail.com4Jawidhashemi@ ایمیل:

 چکیده
ترین کارهایی که در زمینهٔ ریاضیات محاسباتی، همواره مورد توجه بوده و نقش یکی از مهم

-خصوص توابع بیاست. به 1موضوع توابع اسپلاین ،اساسی در حل عددی مسایل ریاضی دارد

-این تحقیق بررسی توابع بیکه از امتیازات بارزی برخوردار است. هدف از انجام  2اسپلاین

باشد. دراین تحقیق از می 3های عددی در قضیه ضریب تایلوراسپلاین-اسپلاین و معرفی بی

های آنالیز عددی استفاده شده است. در مباحث ها و کتبجدیدترین مقالات، تیزس ها، رساله

ه دارای باشد کاسپلاین تابع می-های ریاضیات است. توابع بیآنالیز عددی که یکی از شاخه

اسپلاین های -بی  .گاه بر حسب یک درجه مفروض، همواری و افراز ناحیه استکمترین تکیه

های  عددی نقش مهم و فعال را در نظریه اسپلاین-اند. بیاصلی شامل نقاط هستند که هم فاصله

توانیم اول، دوم و سوم میاز درجه 4های عددیاسپلاین-کند. با استفاده از بیتقریب بازی می

اسپلاین  -دی بع سیقضیه ضرایب تایلور را به دست آوریم. توابع بی اسپلاین زیر حالتی از توا

د. یکی از ر اسپلاین نیز وجود دا-اسپلاین در توابع سی دی-باشد،  تمام خصوصیات توابع بیمی

لینومی های پو هایی است که از قطعات منحنیاسپلاین در ترسیم منحنی-کاربردهای توابع بی

ها اسپلاین-ع بیاز توابشود. اسپلاین یاد می-اند. این نوع منحنی، بنام منحنی بیتشکیل شده

ابع ذکر تهای لابراتواری استفاده کرد. گیری عددی دادهمنحنی و مشتق فیت کردنتوان برای می

هند. دها را میکه تشکیل یک پایه برای فضای اسپلاین ٫شده از این جهت دارای اهمیت هستند

-کیب خطی بیتوابع اسپلاین به صورت تر  ٫در طراحی به کمک کامپیوتر و گرافیک کامپیوتری

 شوند. ای از نقاط کنترول ساخته میها با مجموعهاسپلاین

ی اسپلاین، قضیه ضریب تایلور، ویژگ-های عددی، توابع بیاسپلاین-: بیکلمات کلیدی

 هااسپلاین-بی

 

 

                                                           
1  Spline functions 

2  B-Spline function 

3 Taylor coefficient theorem 

4 numerical b-splines 
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 مقدمه

هایی است که همواره مورد توجه بشر بوده است. ترین دانشریاضیات یکی از کهن

اهمیت  .کندخصوص زندگی روزمره ایفا میبسزایی در زندگی بشر، بهاین دانش اهمیت 

های اول آموزش، ساعات زیادی از برنامه این دانش در حدی است که از همان سال

 از که هاییل سا طی(. در ۱۵:  ۱۳۷۹آن اختصاص یافته است)صفوی، آموزشی به

نسخههایی تعمیم یافته و ند اتوسعه یافته ها آن ينظر مبانی ردمیگذ سپلاینهاامعرفی

نیز به ي مترراناپامند رتقدار بزاین ي اهادبررکازهحوو ند ه امعرفیشدها از آنتی ومتفا

سپلاین ها اهمیت  شناخت و اسیع ي وهادبررست. با توجه بهکاایافته ش گسترت شد

 برخی ویم دازمیپرها آنتوسعهو شد رند و روسپلاین ها ا-توابع بیبه معرفی تحقیق یندرا

ای هپایه، اساس نتایج و روشاسپلاین-توابع بیمیکنیم. ح نیز مطرها را ي آنیژگیهااز و

ناپذیر از مدل سازی هندسی و متعدد نظریه تقریبی هستند و امروزه بخشی جدایی

-(.  بررسی بی۱۳۲:  ۱۳۶۶محاسباتی است)بابلیان،  های تجزیه و تحلیل انجینریسیستم

اسپلاین -قرن نوزدهم در تحقیقات نیکلای لوباچفسکی. کلمه بی گردد بهها بر میاسپلاین

(. ۱۵: ۱۳۹۸پایه است)هاشمی، را ایزاک یاکوب شونبرگ ابداع کرد که مخفف اسپلاین

)راتمانی، های پولینومی استای با ضابطهاین تابع در ریاضیات یک تابع هموار چند ضابطه

۱۳۹۵ :۱۲۰). 

وی های با درجه یکسان ر سازند که شامل پولینومیمیهایی را ها منحنیاسپلاین-بی  

های د و از گرهپیوندنای به هم میانتروال مشخص هستند و با شرایط پیوستگی تعریف شده

هایی که (. در طی سال۱۱۲: ۱۳۸۵چیان، کنند)کرایهمشترك بین دو زیر مجموعه عبور می

هایی تعمیم خهاند و نسها توسعه یافتهآنگذرد مبانی نظری ها میاسپلاین-از معرفی توابع بی

ارامتری مند ناپهای کاربردی این ابزار قدرتاند و حوزهها معرفی شدهیافته متفاوتی از آن

نیز به شدت گسترش یافته و به دلیل کاربردهای وسیع و اهمیت فراوان در مسایل زندگی، 

کلمه اسپلاین در حقیقت  .پردازیمها میاسپلاین و روند رشد و توسعه آن-معرفی توابع بی

 (. ۱۳: ۱۳۹۸گردد)هاشمی، به نوار باریکی از جنس چوب یا فلز باز می

واپیماها و های هها، بالقبل از تکامل گرافیک کامپیوتری برای طراحی بدنه کشتی

ها یگرفتند. به دلایل فیزیکی، این چنین منحناسپلاین کار می-قطعات تلفن همراه از بی
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نی در دانیم انحنای هر منحای درجه سوم با مشتق دوم پیوسته اند. میتقریباً چند ضابطه

هر نقطه به مشتق دوم منحنی در آن نقطه وابسته است. در نقاط انتهایی، یک نوار واقعی 

(.  ۳۵:  ۱۳۹۷شود و مشتق دوم این منحنی صفر است)رشیدی نیا، از چوب یا فلز خم نمی

ه تضمین اسپلاین مکعبی وجود دارد، ک-پذیری به حد کافی در ساختار بیبنابراین انعطاف 

یاب بطور پیوسته روی انتروال مشتق پذیر است، بلکه دارای یک مشتق نماید نه تنها درون

   (.۲۷: ۱۳۹۷پیوسته مرتبه دوم روی انتروال است)احمدی، 

خصوص در به بسیار زیاد است، در ساحه علم ریاضیات ارزش و اهمیت این تحقیق

کاربرد  یناسپلا-کشور ما افغانستان، زیرا در تکنالوژی و فناوری عصر حاضر توابع بی

اخت ها و سقطعات تلفن همراه، بال های هواپیماها، بدنه کشتی گیری درفراوان و چشم

های پولینومی و معادلات ساز ماشین آلات دارند همچنان در قسمت ترسیم منحنی

 باشد.اهمیت خاص میدیفرانسیلی حایز 

 ام 𝒏اسپلاین در جه -توابع بی

بر  𝑛ای پولینومی از درجه کمتر یا مساوی تابعی قطعه 𝑛اسپلاین  از درجه -توابع بی

,𝑡0]است که بر انتروال  𝑡حسب متغیری مانند  𝑡𝑛] اسپلاین از -توابع بی شود.تعریف می

وعه دهند حایز اهمیت هستند، مجممیها را جهت که تشکیل یک پایه برای فضای اسپلاین

𝜑 ای از گره هانامتناهی = (𝜑𝑖) ها استوار هستند را به صورت اسپلاین ها بر آن-را که بی

 .(Abramowitz and Stegun, 1964: 8)گیریممی زیر در نظر

… < 𝜑 − 2 < 𝜑 − 1 < 0 < 𝜑 + 1 < 𝜑 + 2 < ⋯ 

 های درجه صفر برای اسپلاین

𝐵𝑖,0, 𝜑(𝑡) = {
1,               𝜑𝑖 ≤ 𝑡 ≤ 𝜑𝑖+1

0,                                  𝑜. 𝑤5 

𝜑𝑖]گاه این تابع انتروال تکیه , 𝜑𝑖+1]  است. هر تابع اسپلاین از درجه صفر را که از راست

 ت.های درجه صفر نوشاسپلاین-توان به صورت ترکیب خطی از بیپیوسته است می

 اگر 

𝑆(𝑡) = {
𝑏𝑖,           𝜑𝑖 ≤ 𝑡 ≤ 𝜑
0,                        𝑜. 𝑤  

                                                           

5 outwat 
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 آنگاه

𝑆(𝑡) = ∑ 𝑏𝑖𝐵𝑖,0, 𝜑(𝑡)

∞

𝑖=−∞

 

 اول: اسپلاین درجه-بی

𝐵𝑖,1, 𝜑(𝑡) =

{
 
 

 
 

𝑡 − 𝜑𝑖
𝜑𝑖+1 − 𝜑𝑖

,𝑡𝜖[𝜑𝑖  اگر            , 𝜑𝑖+1)              

𝜑𝑖+2 − 𝑡

𝜑𝑖+2 − 𝜑𝑖
,𝑡𝜖[𝜑𝑖+2          اگر               , 𝜑𝑖+1)

0                                                                       

 

 :اول  های درجهاسپلاین-های بیگیویژه

  تکیه گاه 𝐵𝑖,1, 𝜑(𝑡) انتروال  𝜑𝑖+2 − 𝜑𝑖 .است 

  برای هر𝑖 و برای هر, 𝑥           𝐵𝑖,1, 𝜑(𝑡) ≥ ۰ 

    𝐵𝑖,1, 𝜑(𝑡) پیوسته و بجز در نقاط 𝜑𝑖, 𝜑𝑖−1, 𝜑𝑖−2   .مشتق پذیراست 

  برای هر, 𝑥       ∑ 𝐵𝑖,1, 𝜑(𝑡) = 0      
∞
𝑖=0 

 :دوم اسپلاین درجه-بی

𝐵𝑖,2,𝜑(𝑡) =

 

{
  
 

  
 

(𝑡−𝜑𝑖)
2

(𝜑𝑖+2−𝜑𝑖)+(𝜑𝑖+1−𝜑𝑖)
,                                  if           𝑡𝜖[𝜑𝑖 , 𝜑𝑖+1)              

(𝑡−𝜑𝑖)(𝜑𝑖+2−𝑡)

(𝜑𝑖+2−𝜑𝑖)(𝜑𝑖+2−𝜑𝑖+1)
+

(𝑡−𝜑𝑖+1)(𝜑𝑖+3−𝑡)

(𝜑𝑖+2−𝜑𝑖+1)(𝜑𝑖+3−𝜑𝑖+1)
, if   𝑡𝜖[𝜑𝑖+2, 𝜑𝑖+1)

(𝜑𝑖+3−𝑡)
2

(𝜑𝑖+3−𝜑𝑖+1)+(𝜑𝑖+3−𝜑𝑖+2)
,                                  if           𝑡𝜖[𝜑𝑖+2, 𝜑𝑖+3)   

              
0                                                                                    𝑜. 𝑤                                

  

 اسپلاین عددی-توابع بی بررسی 

 کند.اسپلاین عددی نقش مهمی در نظریه تقریب بازی می-بی

است که با  (0,1]اسپلاین عددی از درجه صفر تا تابع مشخصه روی انتروال  -: بیتعریف

Ψ  شودنمایش داده می( Samuel R, 2003:15).  

Ψ
0
(𝑡) = {

1,                 𝑡 ∈ [0,1)
0,                        𝑜. 𝑤

 

𝑝اسپلاین عددی از درجه -بی ∈ 𝑁 , 𝑝   را باΨ
𝑝

 .دهیمنمایش می 
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Ψ
0
(𝑡) = (Ψ

𝑝−1
∗Ψ

0
) (𝑡) = ∫

𝑅
Ψ
𝑝−1

(𝑡 − 𝑠)Ψ
0
(𝑠)𝑑𝑠  

 در این صورت:

Ψ
1
(𝑡) = {

𝑡,                                      𝑡 ∈ [0,1)  
2 − 𝑡,                              𝑡 ∈ [0,2)
0                                       𝑜. 𝑤       

 

 و

Ψ
2
(𝑡) =

{
 
 
 

 
 
 
1

2
𝑡2,                                                          𝑡 ∈ [0,1)  

1

2
+ (𝑡 − 1) − (𝑡 − 1)2,                           𝑡 ∈ [0,2)

1

2
− (𝑡 − 2) +

1

2
(𝑡 − 2)2,                        𝑡 ∈ [2,3)

0                                                                   𝑜. 𝑤      
     

 

 کند.صدق می 𝑝اسپلاین عددی از درجه -شرایط زیر برای بی

 گاه تکیهΨ
𝑝

,0]برابر   𝑝 +  است. (1

  برای هرΨ
0
(𝑠) ≥ 0    , 𝑠 ∈ [0, 𝑝 + 1) 

  Ψ
𝑝
∈ 𝐶𝑝−1[0, 𝑝 + 1)  

  برای هرΨ
𝑝
     , 𝑖 ∈ {0,1,2, … , 𝑝} ای از درجه پولینومی قطعه𝑝  در انتروال

[𝑖, 𝑖 + ,0,1,2}.  دنباله (1 … , 𝑝} اسپلاین عددی از درجه-به عنوان بی 𝑝 

 شده است.شناخته

  برای هر𝑡 ∈ [0, 𝑝 + 𝑝و   (1 ≥ 1 

Ψ
′

𝑝
(𝑡) = Ψ

𝑝−1
(𝑡) −Ψ

𝑝−1
(𝑡 − 1) 

                                                                                      برای هرΨ
𝑝
(𝑡) =

Ψ
𝑝
(𝑝 + 1 − 𝑡)             , 𝑡 ∈ [0, 𝑝 + 1) 

 دهیم.قرار می  𝑝اسپلاین عددی از درجه-برای هر بی

𝛼𝑖
𝑝 = (𝛼0,𝑖

𝑝 , 𝛼1,𝑖
𝑝 , … , 𝛼𝑝,𝑖

𝑝 ) 

,𝑖]پس روی انتروال  𝑖 +  داریم: (1

𝜀𝑝(𝑡) = 𝛼0,𝑖
𝑝 t + 𝛼1,𝑖

𝑝 𝑡2 +⋯+ 𝛼𝑝,𝑖
𝑝 𝑡𝑝 ,            ∀𝑡 ∈  [𝑖, 𝑖 + 1)  
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,𝑖هنگامی که   𝑗 ∉  [0, 𝑝]     دهیم:قرار می 

   𝛼𝑝(𝑡) = 𝛼i,j
𝑝 

 قضیه ضرایب تایلور

,𝑘برای   𝑖 و𝑝  :داریم که 

𝛼i,k
𝑝 =

𝑘

𝑝
𝛼i,k
𝑝−1 +

1

𝑝
𝛼i−1,k
𝑝−1 +

𝑝 + 1 − 𝑘

𝑝
𝛼i,k−1
𝑝−1 −

1

𝑝
𝛼i−1,k−1
𝑝−1  

𝑦اثبات:   از  = 𝑖 + 𝑡  و𝑡 ∈  داریم  [0,1]

𝑦

𝑝
𝛼𝑝−1(𝑦) = (

𝑘

𝑝
+
𝑡

𝑝
) (𝛼0,i−1

𝑝−1 𝑡 + 𝛼1,i−1
𝑝−1 𝑡2 +⋯

+ 𝛼p,i−1
𝑝−1 𝑡𝑝)

𝑝 + 1 − 𝑡

𝑝
 

𝛼𝑝−1(𝑦 − 1) = (
𝑝 + 1 − 𝑘

𝑝

−
𝑡

𝑝
)((𝛼0,i−1

𝑝−1 𝑡 + 𝛼1,i−1
𝑝−1 𝑡2 +⋯+ 𝛼p,i−1

𝑝−1 𝑡𝑝) 

𝛼p,iکنیم و فرمول دو طرف رابطه را جمع می
𝑝 شود.حاصل می 

های عددی از  اسپلاین-توانیم ضرایب تایلور را برای توابع بیاستفاده از این فرمول میبا 

 دست آوریم. به را  درجه اول، دوم و سوم

 های عددی از درجه اول اسپلاین-ضریب تایلور برای توابع بی  :۱جدول

 اسپلاین های عددی از درجه دوم-ضریب تایلور برای توابع بی : ۲جدول

 ضرایب تایلور                                 انتروال

[0,1] 0           0                   
1

2
 𝛼0,2 

 ضرایب تایلور انتروال

[0,1] 0                              1 𝛼0,1 

[1,2] 1                             − 1 𝛼1,1 
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[1,2] 
1

2
           1                 − 1 𝛼1,2 

[2,3] 
1

2
            − 1                

1

2
 𝛼2,2 

 اسپلاین های عددی از درجه سوم-:  ضریب تایلور برای توابع بی۳جدول

                                                                                        

ℎاگر    را بصورت زیر تعریف می کنیم. 𝑝های عددی درجهاسپلاین-بی > 0 ،

Ψ
𝑖,ℎ,𝑝

(𝑡) = Ψ
𝑝
(
𝑡

ℎ
− 𝑖) 

Ψگاه تکیه 
𝑖,ℎ,𝑝

,𝑖]انتروال   𝑖 + 𝑝 + 1]ℎ   است( T.Lyche and H, 2016: 6). 

 گیرینتیجه

ه اسپلاین مورد بحث و معرفی قرار گرفته، ک-بیدر این مقاله برخی از مهمترین توابع 

و  ۳، درجه ۲، درجه ۱، درجه ۰اسپلاین عددی از) درجه -ها توابع بیبر اساس آن

توابع  اسپلاین عددی، ارتباط بین-(، استفاده از قضیه ضریب تایلور در توابع بیpدرجه

پلاین در توابع اس-بی چنان استفاده از خصوصیات توابعاسپلاین و هم-اسپلاین و توابع بی

عددی  گیریها در فیت کردن منحنی و مشتقاسپلاین-اسپلاین، استعمال بی-سی دی

در  اسپلاین-محاسبات بی مورد بحث قرار گرفته است و همچنان  های لابراتواریداده

های محاسباتی برجسته شده است. در طراحی به کمک کامپیوتر و گرافیک دستگاه

ای از نقاط کنترول ساخته این توابع به صورت ترکیب خطی با مجموعه ٫کامپیوتری

 شوند.می

 ضرایب تایلور                              انتروال

[0,1] 0                0              0              
1

2
 𝛼0,3 

[1,2] 
1

6
               

1

2
              

1

2
           −

1

2
 𝛼1,3 

[2,3] 
1

3
            0              1                

1

2
 𝛼2,3 

[3,4] 
1

6
           

1

2
          −

1

2
            −

1

6
 𝛼3,3 
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Abstract 

    One of the most important works in the field of computational 

mathematics has always been of interest and plays a fundamental 

role in solving mathematical problems numerically is spline 

functions. specially B-spline functions with distinct advantages. 

The purpose of this study is to investigate B-spline functions and 

introduce numerical B-splines by Taylor coefficient theorem. In 

the argument of numerical analysis, which is one of the fields of 

mathematics,  B-spline functions (basic spline) is the function that 

has the least support in terms of an assumed degree, smoothness, 

and region elevation, contain points that are equidistant. 

Numerical B-splines play an important and active role in 

approximation theory.  By using numerical B-splines of 1,2and 3 

degrees we can obtain the case of Taylor's coefficients.  B-spline 

functions are a form of CD-spline functions, that is, all the 

characteristics of B-spline functions are also present in CD-spline 

functions as well. One of the applications of B-spline functions is 

in drawing curves that are composed of parts of polynomial 

curves. This type of curve is called B-spline curve. Any spline 

function of a given degree can be written in terms of a linear 

combination of b-splines of the same degree.  B-spline functions 

can be used for curve fitting and numerical derivation of 

laboratory data.  B-spline functions are important because they 

form the space of splines. In computer-aided design and computer 

graphics, spline functions are constructed as linear combinations 

of B-splines with a set of control points. 

 Keywords: Numerical B-Splines, Functions, Properties Of B-

Splines, Taylor Coefficient Theorem 
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