
 

 
 

277 

څېړنیز ژورنال-فراه علمي  

 معین های غیر عادیکاربرد توابع بتا در حل انتیگرال

 ۳محمد حسین فراهیپوهنمل ، ۲هاشمی جاویدپوهنمل  ،۱*صدیقی عبدالوارث پوهنیار

 .فراه پوهنتون ،ریاضی رشته۱،۲، فزیک رشته۱

 gmail.com812yab.sediq@: ایمیل

 چکیده

روابطی که مربوط به حل باشند که با توجه بههایی میهای غیر عادی، انتیگرالانتیگرال

حل های عمومی و روش قسمی بهتوان با استفاده از روشباشد قابل حل نبوده و نمیمی انتیگرال

های بسیار رخی از انتیگرالها پرداخت. ریاضیدانان در قرن بیستم میلادی برای حل باین انتیگرال

,𝐵(𝑥تا)توان با استفاده از تابع بپیچیده و غیر عادی از تابع بتا استفاده نمودند، بنابراین می 𝑦) که )

د. توابع بتا ها را حل نمو گردد بسیاری از این انتیگرالتوسط یک انتیگرال غیر عادی معین تعریف

ی از شوند و در بسیار ای استفاده میگستردهبه طور خاص در ریاضیات محض و فزیک به طور 

ها، ریاضیات تحلیلی و حتی نظریه اعداد کاربرد فراوان دارند. همچنان مسائل مربوط به انتیگرال

های غیرعادی مکانیک آماری و الکترودینامیک در فزیک کاربرد فراوانی دارند. برای حل انتیگرال

چیده را به شکل های غیرعادی پیتابع بتا بتوان انتیگرال هدف این تحقیق این است که با استفاده از

تحلیلی –ای و توصیفیتحقیق کتابخانهاین روش استفاده شده در  ساده حل و به جواب برسیم.

های غیرعادی بنابراین در این مقاله سعی بر این شده است که با استفاده از این تابع، انتیگرال .است

رالی حل آن پرداخت را با استفاده از تابع بتا که خود نیز یک تعریف انتیگ توان بهرا که به آسانی نمی

 دارد حل نمود.

 و متناهی. گاما، غیرعادی ،بتا ،انتیگرال :کلیدیکلمات
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 مقدمه

به  نامند وباشد که آن را هنر محاسله میای از علوم معاصر میریاضیات شاخه

ی پردازد. علم ریاضتغییرات علوم دیگر می ها، ساختارها، فضاها ومطالعۀ کمیت

های طبیعی است و به ما امکان این ابزاری قدرتمند برای درک جهان هستی و پدیده

های موجود را حل نماییم، انتیگرال نماید تا مسائل مختلف و چالشرا فراهم می

یل بتوان با آن محاسبات مغلق از قباشد که میهای مهم ریاضیات مییکی از بخش

مساحت، حجم و ... را بدست آورد. یکی از دو عمل اصلی معادلات تفاضلی 

های باشد. یکی از بخشگیری و همچنان معکوس آن مشتق گیری میانتیگرال

ع را نشان ای از توابانتیگرال گیری انتیگرال معین بوده که این انتیگرال مجموعه

توابع است. یکی از توابع مهمی دهد و این توابع برای اختصاص دادن اعداد به می

که در ریاضیات کاربردی و نظری نقش بسزائی دارد تابع بتا)انتیگرال اویلر نوع اول( 

است. این انتیگرال یک تابع خاص بوده که ارتباط نزدیکی با تابع گاما داشته و با 

گردد. ما با توجه به شکل ریاضی تعریف می [0,1]یک انتیگرال معین در انتراول 

اشند های نمایی و دارای چند جمله بهایی که دارای طاقتتوانیم انتیگرالتابع بتا می

های غیر را به تابع بتا تبدیل نموده و حل نماییم. در این مقاله سعی بر حل انتیگرال

 پردازیم.را حل نمود می هاآنتوان ای که به آسانی نمیعادی

 روش تحقیق

ای روشن ونهگهای غیرعادی معین بهدر حل انتگرالکه کاربرد توابع بتا برای آن

 های ریاضیات پیشرفته را که مباحثو کامل درک گردد، در جریان تحقیق کتاب

رفته گها و معادلات تفاضلی را دربر داشتند، مورد مطالعه قرار مربوط به انتگرال

س این اساه . همچنان، مقالات علمی مرتبط با این موضوع نیز بررسی گردیداست

لاش شد تا در این تحقیق ت و بودهتحلیلی  -توصیفی ای روند، نوع مطالعه کتابخانه

دان منفهم و قابل درک برای همهٔ علاقهبه شکلی ساده، عام آوری شدهجمعمطالب 

 .دیبه این موضوع تنظیم و ارائه گرد
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 انتیگرال

عنای م ، به طور کلی بهباشدمی گرال یک مفهوم اساسی در ریاضیاتینتا

مشخص است. این مفهوم به دو نوع اصلی انتروال یک تابع در یک  ۀ مقدارمحاسب

 :شودتقسیم می

 گرال معینیانت  (1

تعریف  وابعگرال معین به طور خاص برای محاسبه مساحت زیر منحنی تیانت

 :شودشود و به صورت زیر نوشته میمی

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

  

 :در اینجا

 a   وb  رال هستندبگبالای انتحدود پایین و. 

 f(x) را محاسبه کنیم انتیگرال آنخواهیم تابعی است که می. 

 dx  تغییرات در متغیر ۀ دهندنشانx (۱9۱4)استوارت،است. 

 معینغیر گرال یانت  (2

د آن توان انتیگرال گرفت و حدو محاسبۀ تابعی که از آن میگرال نامعین یانت

 :دشو زیر نوشته می صورتو به  مشخص نباشد

∫ f(x) dx 

 :در اینجا

 f(x) است اولیه تابع. 

 dx  ۀ تغییرات خیلی کوچکدهندنشان x است. 

های مختلف استفاده نمود. با توجه به توان از روشها میبرای حل انتیگرال

توان روش حل آن را تعیین نمود. بر این تابعی که در داخل انتیگرال وجود دارد می

ادی و غیر های عر به محاسبۀ آن به دو قسمت انتیگرالتوان نظاساس انتیگرال را می

و  های عمومیها را میتوان با استفاده از فرمولعادی تقسیم نمود. این انتیگرال
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های غیر عادی قسمی حل نمود. ما در ذیل به تعریف انتیگرال هایروش

 (.1391پردازیم)غوری، می

 های غیر عادیانتیگرال

هایی اطلاق گرالیبه انت (Improper Integrals) های غیرعادیانتگرال

 :یکی از شرایط زیر برقرار است هاآن درشود که می

هایی که دامنه یک یا هر دو حد آن به سمت انتگرال :نهایتمحدوده بی .1

های غیر های ذیل انتیگرالانتیگرال رود. به عنوان مثالنهایت میبی

 باشد:عادی می

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

𝑎
∫و   𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

−∞
 

هایی که تابع در یک یا چند نقطه از دامنه خود انتگرال :تابع نامعین .2

∫نامعین است. به عنوان مثال، انتگرال  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
که در یک نقطه  

𝑥خاص )مانند  = 𝑐  انتروالدر [𝑎, 𝑏] باشدنامعین می. 

تگرال اگر نتیجه انشود. استفاده می لیمیتها، از برای ارزیابی این انتگرال

ده " نامیمتباعدگوییم و در غیر این صورت، "" میمتقارب" آنمحدود باشد، به 

 ها در تحلیل ریاضی و کاربردهایاین انتگرال متباعدیا  متقاربشود. بررسی می

 .(1397)آرفکن، علمی اهمیت زیادی دارد

 تابع بتا

ک تابع ویژه شود، یته میگرال اویلری نوع اول نیز گفیتابع بتا، که به آن انت

وسط این تابع ت. ای دارداست که ارتباط نزدیکی با تابع گاما و ضرایب دوجمله

ماری لژاندر مورد مطالعه قرار گرفت و نام آن توسط ژاک بینه -لئونارد اویلر و آدرین

,𝐵(𝑥تابع بتا معمولاً به صورت . انتخاب شد 𝑦) شود، که در آننشان داده می𝑥  و

𝑦 (1392)فیروزکوهی،هستند 0عداد حقیقی بزرگتر از ا. 

 

 



 

 
 

281 

څېړنیز ژورنال-فراه علمي  

 تعریف

 :شودتابع بتا به صورت انتگرال زیر تعریف می

𝐵(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡
1

0

 

,𝑥که در آن  𝑦 >  (.۱۳97باشد)آرفکن، می 0

 خواص تابع بتا

ال گر گیری از تعریف انتیگرال معین)انتیضرب دو فاکتوریل با بهرهحاصل (1

𝑅(𝑧)∀اویلر(  > −1 ،Γ(𝑧) = ∫ 𝑒−𝑡𝑡𝑧𝑑𝑡 = 𝑧!
∞

0
به صورت  

فراهم  که امکان تغییر متغیرنویسیم. برای آنضرب دو انتیگرال میحاصل

 گیریم:ها را روی انتروال متناهی در نظر میگردد، انتیگرال

∀𝑅(𝑚) > −1, 𝑅(𝑛) > −1 => 𝑚! 𝑛!

= lim
𝑎2→∞

∫ 𝑒−𝑢𝑢𝑚𝑑𝑢∫ 𝑒−𝑣𝑣𝑛𝑑𝑣
𝑎2

0

𝑎2

0

 

𝑢با تعویض  = 𝑥2  و𝑣 = 𝑦2 آید:و تبدیل به مختصات قطبی به دست می  

𝐵(𝑥, 𝑦) = 2∫ (sin⁡𝜃)2𝑥−1(𝑐𝑜𝑠𝜃)2𝑦−1𝑑𝜃

𝜋
2

0

 

ضرب دو فکتوریل را به صورت تابع بتا تعریف و توان حاصلدیدیم که می

 .(Riddhi،2008بدست آورد)قیمت تقریبی آن را 

 متناظر است: 𝑦و  𝑥های تابع بتا نسبت به متحول (۲

𝐵(𝑥, 𝑦) = 𝐵(𝑦, 𝑥) 

𝑢از تعویض  استفادهبا  = 1 − 𝑡 تناظر توان به نتیجه مدر انتیگرال تابع بتا می

 بودن این تابع رسید:

{
𝑢 = 1 − 𝑡 => 𝑑𝑡 == 𝑑𝑢

𝑡 → 0⁡⁡𝑢 → 1
𝑡 → 1⁡⁡𝑢 → 0
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𝐵(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡
1

0

= ∫ (1 − 𝑢)𝑥−1𝑢𝑦−1𝑑𝑢
0

1

=∫ 𝑢𝑦−1(1 − 𝑢)𝑥−1𝑑𝑢 = 𝐵(𝑦, 𝑥)
1

0

 

=> 𝐵(𝑥, 𝑦) = 𝐵(𝑦, 𝑥) 

متناظر  yو  xهای ثبوت گردید که تابع بتا نسبت به متحول نهایتدر 

 (Choi،2014است)

Γ(𝑥) توان بر حسب تابع گاماتابع بتا را می (3 = ∫ 𝑡𝑥−1𝑒−𝑡𝑑𝑡
∞

0
بیان  

 کرد:

𝐵(𝑥, 𝑦) =
Γ(𝑥)Γ(𝑦)

Γ(𝑥 + 𝑦)
⁡⁡⁡⁡𝑥, 𝑦 ≠ 0 

𝑡با استفاده از تعویض  = 𝑢2 :در تابع گاما داریم 

{
 
 

 
 𝑡 = 𝑢2 => 𝑑𝑡 =

𝑑𝑢

𝑢
𝑡 → 0⁡⁡𝑢 → 0
𝑡 → ∞⁡⁡𝑢 → ∞
𝑢2 + 𝑣2 = 𝑟2

 

Γ(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1𝑒−𝑡𝑑𝑡 = ⋯ = 2∫ 𝑢2𝑥−1𝑒−𝑢
2
𝑑𝑢

∞

0

∞

0

 

Γ(𝑦) = ∫ 𝑡𝑦−1𝑒−𝑡𝑑𝑡 = ⋯ = 2∫ 𝑣2𝑦−1𝑒−𝑣
2
𝑑𝑣

∞

0

∞

0

 

Γ(𝑥). Γ(𝑦) = 2∫ 𝑢2𝑥−1𝑒−𝑢
2
𝑑𝑢

∞

0

2∫ 𝑣2𝑦−1𝑒−𝑣
2
𝑑𝑣

∞

0

 

 از خاصیت دوم تابع بتا و تبدیل مختصات دکارتی به قطبی داریم: استفادهبا 

Γ(𝑥). Γ(𝑦)

= (2∫ (𝑐𝑜𝑠𝜃)2𝑥−1(𝑠𝑖𝑛𝜃)2𝑦−1𝑑𝜃

𝜋
2

0

)(2∫ 𝑟2(𝑥+𝑦)−1𝑒−𝑟
2
𝑑𝑟

∞

0

) 
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=> Γ(𝑥). Γ(𝑦) = Γ(𝑥 + 𝑦). B(𝑥, 𝑦) 

 (.Verma،2018در نتیجه ارتباط تابع بتا و گاما ثبوت گردید)

 های غیر عادی معین:استفاده تابع بتا در حل انتیگرال

اضیات عین در فزیک و ریهای غیر عادی متوابع بتا برای حل برخی از انتیگرال

ها شامل توابع گاما، هنگامی که این انتیگرالخصوص بهفراوان دارند  کاربردهای

هایی از هایی که شامل طاقتهای خاص باشند. انتیگرالهای خاص و یا سلسلهتابع

د باشد. ما با استفاده از قواعهستند بسیار موثر می (0,1)متغیر و متمم آن در انتروال 

ها را به شکل تابع بتا تبدیل نموده و بعدا حل توان این انتیگرالیات میریاض

 .(Atash،2018نماییم)

∫برای حل انتیگرال  (۱ (𝑠𝑖𝑛𝜃)6𝑑𝜃
𝜋

2
0

توان به روش ذیل و با تبدیل می 

 نمودن آن به تابع بتا به جواب رسید:

 داریم:

𝐵(𝑥, 𝑦) = 2∫ (sin𝜃)2𝑥−1(𝑐𝑜𝑠𝜃)2𝑦−1𝑑𝜃

𝜋
2

0

 

در انتیگرال تابع بتا و جمله داخل انتیگرالی  𝑐𝑜𝑠𝜃و  sin𝜃به توان  توجهبا 

(𝑠𝑖𝑛𝜃)6 توان نوشت:خواهیم جواب آن را بدست آوریم میکه می 

{
2𝑥 − 1 = 6⁡ => 𝑥 = 7/2
2𝑦 − 1 = 0⁡ => 𝑦 = 1/2

 

 با توجه به معادلات بدست آمده و خاصیت سوم تابع بتا داریم:

𝐵(𝑥, 𝑦) =
Γ(𝑥)Γ(𝑦)

Γ(𝑥 + 𝑦)
⁡=> 𝐵 (

7

2
,
1

2
) =

Γ(
7
2
)Γ(

1
2
)

Γ(
7
2
+
1
2
)
=
15

72
𝜋 

در مثال بالا توانستیم با استفاده از خاصیت سوم تابع بتا جواب انتیگرال را بدست 

 (Chandola،2020بیاوریم)
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∫برای حل انتیگرال  (۲ 𝑡2(1 − 𝑡2)
3

2𝑑𝑡
1

0
و با توان به روش ذیل می 

 تبدیل نمودن آن به تابع بتا به جواب رسید:

توان جمله داخل انتیگرال را به تابع بتا تبدیل نمود و با توجه به با تعویض ذیل می

 نماییم.خواص این تابع این انتیگرال را به آسانی حل می

{
𝑢 = 𝑡2 ⁡=> 𝑑𝑡 = 𝑑𝑢
𝑡 ⟶ 0⁡ => 𝑢 ⟶ 0
𝑡 ⟶ 1⁡ => 𝑢 ⟶ 1

 

∫ 𝑡2(1 − 𝑡2)
3
2𝑑𝑡

1

0

= ∫ 𝑢(1 − 𝑢)
3
2𝑑𝑢 = 𝐵(1,

5

2
)

1

0

 

 توان نوشت:در ادامه با توجه به خواص تابع بتا می

𝐵 (1,
5

2
) =

Γ(1)Γ(
5
2
)

Γ(1 +
5
2
)
=
6

15
 

های عمومی در مثال بالا با استفاده از تابع بتا انتیگرال تابع نمایی که توسط روش

 (Dubey،1970ودیم)گیری سخت بود را به آسانی حل نمانتیگرال

∫انتیگرال 𝑐𝑜𝑠4𝜃𝑑𝜃
𝜋

2
0

 کنیم:را بر حسب تابع بتا حل می 

آوریم و بعداً حل را نظر به تابع بتا بدست می yو  xحل این انتیگرال قیمت  برای

 نماییم.می

 تابع بتا را از جنس توابع مثلثاتی داریم:

𝐵(𝑥, 𝑦) = 2∫ (sin𝜃)2𝑥−1(𝑐𝑜𝑠𝜃)2𝑦−1𝑑𝜃

𝜋
2

0

 

 :آیدپس از مقایسۀ انتیگرال مسئله و تابع بتا دو معادلۀ ذیل بدست می

 

2𝑥 − 1 = 0 

2𝑦 − 1 = 4 
 آید:بدست می yو  xنظر به روابط قیمت 

𝑥 = 1/2 
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y = 5/2 
 توان جواب انتیگرال را بدست آورد.با استفاده از خاصیت سوم تابع بتا می

𝐵(𝑥, 𝑦) =
Γ(𝑥)Γ(𝑦)

Γ(𝑥 + 𝑦)
⁡=> 𝐵 (

5

2
,
1

2
) =

Γ(
5
2
)Γ(

1
2
)

Γ(
5
2
+
1
2
)
=
8

35
𝜋 

جواب انتیگرال را با استفاده از تابع بتا و خواص آن به راحتی بدست 

 (.Rahman،2020آوردیم)

 گیری نتیجه

ی های خاص و ارتباطات عمیقش با تابع گاما یکع بتا ، با توجه به ویژگیبتوا

ر( های غیر عادی معین)اویلانتیگرال از پرکاربردترین تعریف توابع برای حل

های غیر معمولی که دارای نقاط نامعین یا باشند از این توابع در حل انتیگرالمی

های بی نهایت چالش برانگیز هستند و اکثرا در مسائل علم فزیک و ریاضی با دامنه

های لراتواند به انتیگشود. این تابع به سادگی میمی شویم استفادهآن روبرو می

خصوص هبها را تسهیل کند. این ویژگی پیچیده تبدیل شود و محاسبه این انتیگرال

 هایی که شامل ترکیبات توان، مقادیر نامعین و یا شامل ترکیباتی از توابعدر انتیگرال

تعویض  ها میتوان با استفاده ازمثلثاتی هستند مفید است. برای حل این انتیگرال

ود( ی باشد که بتوان آن را با شکل اصلی تابع بتا مقایسه نممناسب)تعویض باید طور 

و تبدیل نمودن آن به تابع بتا کار را کمی آسان نموده و بعدا با استفاده از خواص 

 هانآ هایی که در توان جواب مناسب را بدست آورد. اغلب انتیگرالاین تابع می

توان خاصیت دوم این تابع می جملاتی از توابع مثلثاتی وجود دارد را با استفاده از

 توان با تعویض مناسبشامل متحول باشد را می هاآنحل نمود و توابعی که توان 

باشد به تابع بتا تبدیل نمود و از خاصیت سوم این تابع که ارتباط بین تابع گاما و بتا می

جواب را بدست آورد. در نهایت توانایی تابع بتا در تبدیل و ساده سازی 

های غیر عادی معین، آن را به عنوان یک ابزار کلیدی در تحلیل ریاضی گرالانتی

 انکشافه تواند بها و کاربردهای بیشتر در این زمینه میتبدیل کرده است. پژوهش

 های نوین و کارآمدتر در حل معادلات پیچیده ریاضی کمک کند.روش
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Abstract  

Improper integrals are those which, according to the general rules of 

integration, cannot be solved directly using standard or partial 

integration methods. In the twentieth century, mathematicians used the 

Beta function to solve certain highly complex and improper integrals. 

Therefore, by applying the Beta function B(x, y)—which itself is 

defined by an improper definite integral—many of these integrals can 

be evaluated. Beta functions are widely used in pure mathematics and 

physics, particularly in problems involving integrals, analytical 

mathematics, and even number theory. They are also frequently applied 

in solving improper integrals that arise in statistical mechanics and 

electrodynamics in physics. The aim of this study is to demonstrate how 

the Beta function can simplify and solve complex improper integrals. 

The research method employed in this study is library-based and 

descriptive–analytical. Hence, this paper attempts to solve improper 

integrals—those which cannot be easily evaluated—by means of the 

Beta function, which itself possesses an integral definition. 

 

Keywords: Integral, Beta, Gamma, Improper, Finite. 
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