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څېړنیز ژورنال-فراه علمي  

 تحلیل کاربردهای آن در فزیکلژاندر و  معادلهحل 

 عبدالرازق رحمانی

 پوهنتون فراه ،ی تعلیم و تربیهځپوهن ،دیپارتمنت ریاضی

 yahoo.com23raziqrahmani@: ایمیل

 چکیده

 با لاتمعاد  جمله از که است شده پرداخته لژاندر تفاضلی معادله بررسیبه تحقیق این در

 گسترده کاربردهای دلیلبه معادلات این د.شونمی محسوب کاربردی ریاضیات در متغیر ضرایب

نمی کلی حالت در معادلات این جواب .هستند برخوردار خاصی اهمیت از ریاضیات و فزیک در

 تقاربم سلسله شکل به هاییجواب هاآن برای توانمی اما ،شود بیان مقدماتی توابع صورتبه تواند

 ریاضیات در مهم تفاضلی معادلات از بسیاری که دهدمی نشان تحقیق این .آورد دست به

 .شوندمی توصیف خاص توابع وسیله  به مقدماتی، توابع جایبه که هستند توابعی شامل کاربردی،

 است آن از حاکی شدهانجام هایتحلیل و داشته ایکتابخانه ماهیت استفاده، مورد تحقیق روش

-می ءایفا مختلف تفاضلی معادلات برای هاییحلراه ارائه   در کلیدی نقشی لژاندر معادلات که

 گرفته قرار بررسی مورد هاآن فردمنحصربه هایویژگی و لژاندر هایایچندجمله همچنین، .کنند

 نظیر فزیک، متعدد کاربردهای در خود، توجهقابل خواص دلیلبه هاایچندجمله این .است

 جایگاه دهنده  نشان تحقیق این نتایج .هستند اهمیت حائز موجی، هایپدیده و ارتعاشات حلیلت

 که است پیشرفته ریاضیات و نظری فزیک دانش پیشبرد در لژاندر معادلات و خاص توابع حیاتی

 .شود منجر هاحوزه این در جدید کاربردی مفاهیم توسعه  به تواندمی هاآن عمیق درک

 فزیک، کاربردها، معادله لژاندر.دی: کلمات کلی

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

mailto:raziqrahmani23@yahoo.com


 

 
 

218 

څېړنیز ژورنال-فراه علمی  

 مقدمه

ریاضیات علم است با قوانین و اصول منطقی خود، راه را برای بر خورد انسان 

ی اکند. معادلات تفاضلی شاخههای که مافوق قدرت او است هموار میبا واقعیت

کیمیا،  ،از ریاضیات کاربردی است که بسیار از قوانین عمومی طبیعت )در فزیک

-می ترین بیان خود را در زبان معادلات تفاضلینجوم( طبیعیو  بیولوژی

 مهمی نقش تفهیم، و افهام برای ایوسیله عنوانبه زبان، .(1: 1372یابند)سیمونز، 

 تمامی میان از .کندمی ءایفا جوامع فرهنگو  عادات خصوصیات، انتقال در

 زبان" را آن گالیله که شودمی شناخته بانز  ترینقدیمی عنوانبه ریاضیات ،هازبان

 رودمی شمار به بشری علوم ساختار اصلی هسته ریاضیات، ت.اس نامیده "طبیعت

پیشرفت ت.اس آمیختهدرهم زبان این با امروزبه تا پیدایش آغاز از هاانسان زندگی و

 لمع این مدیون اختراعات، و اکتشافات تمامی و مدرن تکنولوژی در شگرف های

 .است بنیادین

 ابزاری که است تفاضلی معادلات ریاضیات، پیشرفته هایشاخه از یکی

 نظیر کاربردی علوم در مختلف مسائل حل و طبیعت قوانین تبیین برای قدرتمند

 رودمی شماربه علمی هایرشته دیگر و کیمیا اقتصاد، فزیک، مهندسی،

 وظایف از یکی زمینه، ینا در(. تحقیقی ۱۳۸۲)دستمالچی ساعی و همکاران، 

 همین در .دارد علمی توسعه در ایویژه اهمیت و است ریاضیات به مندانعلاقه

 آن کاربردهایبررسی  و لژاندر معادله حل" عنوان با حاضر تحقیق موضوع راستا،

 حل می درعل معتبر منابع از گیریبهره با تحقیق این .است شده انتخاب "فزیک در

 است امید ت.اس گرفته قرار بررسی مورد فزیک در آن کاربردهای و لژاندر معادله

 .شود واقع مفید محترم خوانندگان برای متعال، خداوند یاری به ،تحقیق این

 روش تحقیق

و  بوده و مطالب با استفاده از کتب معتبر علمی ایکتابخانهاین تحقیق از نوع 

 ,ResearchGateمعتبر علمی همچون،  هایپایگاهمقالات تحقیقی از 

Google Scholar, Springer  وElsevier آوری شده است. برای جمع

ی روز و مرتبط استفاده شده است. کلمات کلیداطمینان از دقت و اعتبار، از منابع به

، معادلهاند از: اند عبارتکار رفتهکه در این تحقیق برای جستجوی منابع علمی به
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آوری شده پس از تجزیه و تحلیل و تطبیق با اهداف مطالب جمع، کاربردهاو  لژاندر

 تحقیق نوشته شده است.

 های تحقیقیافته

  معادله تفاضلی لژاندر

 باشد.صورت زیر میشکل عمومی این معادله به

(1 − 𝑥2)𝑦′′ − 2 𝑥𝑦′ + 𝑝(𝑝 + 1)𝑦 = 0             (1) 

 مقدار ثابت حقیقی است. 𝑝که در آن 

𝑥0نقطه  دانیممی =  باشد زیرا توابعیک نقطه عادی این معادله می 0

𝑝(𝑥) =
−2 𝑥

1−𝑥2
𝑞(𝑥)و   =

𝑝(𝑝+1)

1−𝑥2
در این نقطه تحلیلی هستند. ) مقدار تابع و  

 باشد(.در این نقطه موجود می هاآنمشتقات متوالی 

𝑦صورت سلسله از این رو حل معادله را حول این نقطه به = ∑ 𝑎𝑛𝑥
𝑛∞

𝑛=0 

 𝑎𝑛توان ضرایب در معادله می ′′𝑦و  ′y  ،𝑦گیریم. بنابراین با قرار دادن در نظر می

 صورت زیر بدست آورد.ها را به

𝑦 = ∑𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

    ،   𝑦′ =∑𝑛𝑎𝑛𝑥
𝑛−1

∞

𝑛=1

   ،   𝑦′′

=∑𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛𝑥
𝑛−2

∞

𝑛=2

  

 خواهیم داشت که. (1)ری در رابطهگذا جاو با 

(1 − 𝑥2)∑𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛𝑥
𝑛−2

∞

𝑛=2

− 2𝑥∑𝑛𝑎𝑛𝑥
𝑛−1

∞

𝑛=1

+ 𝑝(𝑝 + 1)∑𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

= 0 

 و یا 
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∑𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛𝑥
𝑛−2

∞

𝑛=2

−∑𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

− 2∑𝑛𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

+  𝑝(𝑝 + 1)∑𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

= 0 

 خواهیم داشت. 𝑛بر حسب  𝑥 یهاتوانکردن  یکساناکنون با 

∑(𝑛 + 2)(𝑛 + 1)𝑎𝑛+2𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

−∑𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

−∑2𝑛𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

+∑𝑝(𝑝 + 1)𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

= 0 

 شود.بازگشتی زیر نتیجه می رابطهو  

(𝑛 + 2)(𝑛 + 1)𝑎𝑛+2 − 𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛 − 2 𝑛𝑎𝑛 + 𝑝(𝑝 + 1)𝑎𝑛
= 0  ،  𝑛 = 0،1،2،… 

 یا  و

𝑎𝑛+2 = −
(𝑝 − 𝑛)(𝑝 + 𝑛 + 1)

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
𝑎𝑛      ، 𝑛

= 0، 1، 2،…             (2) 

 خواهیم داشت. صورتدر این 

𝑎2 = −
𝑝(𝑝 + 1)

1 ∙ 2
𝑎0 

𝑎3 = −
(𝑝 − 1)(𝑝 + 2)

2 ∙ 3
𝑎1 

𝑎4 = −
(𝑝 − 2)(𝑝 + 3)

3 ∙ 4
𝑎2 =

𝑝(𝑝 − 2)(𝑝 + 1)(𝑝 + 3)

4!
𝑎0 
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𝑎5 = −
(𝑝 − 3)(𝑝 + 4)

4 ∙ 5
𝑎3

=
(𝑝 − 1)(𝑝 − 3)(𝑝 + 2)(𝑝 + 4)

5!
𝑎1 

 آخر. با قرار دادن این ضرایب در حل مفروض خواهیم داشت: الیو 

𝑦 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + 𝑎3𝑥

3 +⋯ 

𝑦 = (𝑎0 + 𝑎2𝑥
2 + 𝑎4𝑥

4 +⋯)
+ (𝑎1𝑥 + 𝑎3𝑥

3 + 𝑎5𝑥
5 +⋯) 

𝑦 = 𝑎0[1 −
𝑝(𝑝 + 1)

 2!
 𝑥2 + 

𝑝(𝑝 − 2)(𝑝 + 1)(𝑝 + 3)

4!
𝑥4 − 

−
𝑝(𝑝 − 2)(𝑝 − 4)(𝑝 + 1)(𝑝 + 3)(𝑝 + 5)

6!
𝑥6 +⋯]  

+𝑎1[𝑥 −
(𝑝 − 1)(𝑝 + 2)

3!
𝑥3

+
(𝑝 − 1)(𝑝 − 3)(𝑝 + 2)(𝑝 + 4)

5!
𝑥5 −⋯] 

= 𝑎0∑𝑎2 𝑛

∞

𝑛=0

𝑥2 𝑛 + 𝑎1∑𝑎2 𝑛+1𝑥
2 𝑛+1

∞

𝑛=0

 

به  𝑎1و  𝑎0های وابسته به اکنون برای تعیین شعاع تقارب هر یک از سلسله

 .(۱۳۸۲دوست، )رحمانی کنیمصورت زیر عمل می

lim
𝑛→∞

|𝑎2 𝑛+2 +
𝑥2 𝑛+2

𝑎2 𝑛𝑥
2 𝑛
|

= lim
𝑛→∞

|−

(𝑝 − 2 𝑛)(𝑝 + 2 𝑛 + 1)
(2 𝑛 + 1)(2 𝑛 + 2)

𝑥2𝑛+2

𝑥2 𝑛
|

= |𝑥|2    ⟹  |𝑥| < 1 
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|𝑥|پس  < باشد متشابهاً می 𝑛جفت  یهاتوانانتروال تقارب سلسله با  1

-نیز بدست آورد. از طرفی مشاهده می 𝑛طاق  یهاتوانتوان این فاصله را برای می

ها یکی بر باشد. زیرا این حلتقل خطی میدو حل مس 𝑦2و  𝑦1شود که شود که 

 باشد.طاق می یهاتوانجفت و دیگری بر حسب  یهاتوانحسب 

حاصل از معادله تفاضلی لژاندر را توابع لژاندر نامیده و در  هایحل تذکر:

 .( 187-185: 1385حالت کلی این توابع مقدماتی نیستند )عرفانیان، اورعی،

 های لژاندرایچند جمله

𝑝یک عدد صحیح و نامنفی مانندی  𝑝(1)ر در معادله لژاندر اگ = 𝑚  باشد

𝑝با قرار دادن  (2)رابطه بازگشتی آنگاه بنا به = 𝑚 پور، )حسن خواهیم داشت

۱۳۸۹) . 

𝑎𝑛+2 = −
(𝑚 − 𝑛)(𝑚 + 𝑛 + 1)

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
𝑎𝑛     ،    𝑛

= 0،1،2،…         (3) 

𝑛ه شود چنانچطوری که ملاحظه میبه = 𝑚  باشد آنگاه𝑎𝑚+2 = 0 

 شود:رو نتیجه میخواهد بود. از این

𝑎𝑚+4 = 𝑎𝑚+6 = 𝑎𝑚+8 = ⋯ = 0 

صورت زیر حاصل به 𝑚ای از درجه یک چند جمله 𝑚بنابراین برای عدد 

 شود.می

𝑚اگر  = 2 𝑘  ای از درجه باشد آنگاه چند جمله جفتعدد𝑚  نسبت به

 آید.یبدست م 𝑥جفت  یهاتوان

𝑦1 = 1 −
𝑚(𝑚 + 1)

 2!
 𝑥2 +

𝑚(𝑚 − 2)(𝑚 + 1)(𝑚 + 3)

4!
𝑥4

+⋯ 

+
(−1)𝑘(𝑚 − (𝑚 − 2))… (𝑚 − 2)𝑚(𝑚 + 1)(𝑚 + 3) − (𝑚 + (𝑚 − 1))

𝑚!
 𝑥𝑚 

𝑚اگر  = 2 𝑘 + نسبت  𝑚ای از درجه عددی فرد باشد آنگاه چند جمله 1

 آید.بدست می 𝑥فرد  یهاتوانبه 
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𝑦2 = 𝑥 −
(𝑚 − 1)(𝑚 + 2)

3!
𝑥3

+
(𝑚 − 3)(𝑚 − 1)(𝑚 + 2)(𝑚 + 4)

5!
𝑥5 −⋯ 

+(−1)𝑘(𝑚 − (𝑚 − 2))… (𝑚 − 1)(𝑚 + 2)…
(𝑚+(𝑚−1))

𝑚!
𝑥𝑚 

به  𝑎𝑛+2را بر حسب  𝑎𝑛توان ضریب می (3)رابطه بازگشتی به توجهبا 

 صورت زیر بدست آورد.

𝑎𝑛 = −
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

(𝑚 − 𝑛)(𝑚 + 𝑛 + 1)
𝑎𝑛+2           (4) 

𝑛با قرار دادن  = 𝑚 −  خواهیم داشت. 2

𝑎𝑚−2 =
𝑚(𝑚 − 2)

2(2 𝑚 − 1)
𝑎𝑚  

𝑎𝑚اکنون با انتخاب  =
(2 𝑚)!

2𝑚(𝑚!)2
 داریم. 

𝑎𝑚−2 = −
𝑚(𝑚 − 1)

2(2 𝑚 − 1)
𝑎𝑚 ∙

(2 𝑚)!

2𝑚(𝑚!)2

=
(2 𝑚 − 2)!

2𝑚(𝑚 − 1)! (𝑚 − 2)!
  

𝑛 دادن قرارو با  = 𝑚 −  شودکه:در رابطه بازگشتی فوق دیده می 4

𝑎𝑚−4 = −
(𝑚 − 2)(𝑚 − 3)

4(2 𝑚 − 3)
𝑎𝑚−2

=
(2 𝑚 − 4)!

2𝑚 ∙ 2! (𝑚 − 2)! (𝑚 − 4)!
 

𝑛و در حالت کلی  = 𝑚 − 2 𝑘  خواهیم داشت: (3)در رابطه بازگشتی 

𝑎𝑚−2𝑘 =
(−1)𝑘(2 𝑚 − 2 𝑘)!

2𝑚𝑘! (𝑚 − 𝑘)! (𝑚 − 2 𝑘)!
 

نمایش دهیم در حالت کلی  𝑝𝑚(𝑥)های لژاندر را با ایچند جمله چنانچه

 شود که:نتیجه می
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𝑝𝑚(𝑥) =
∑ (−1)𝑘𝑁
𝑘=0 (2 𝑚 − 2 𝑘)!

2𝑚𝑘! (𝑚 − 𝑘)! (𝑚 − 2 𝑘)!
𝑥𝑚−2 𝑘  

𝑁که  =
𝑚

2
𝑁برای اعداد جفت و   =

𝑚−1

2
برای اعداد طاق که هر کدام  

 نامیم.می 𝑚ای لژاندر از مرتبه را چند جمله 𝑝𝑚(𝑥)ت صحیح باشند در این صور 

𝑝0(𝑥) = 1 

𝑝1(𝑥) = 𝑥 

𝑝2(𝑥) =
1

2
(3𝑥2 − 1) 

𝑝3(𝑥) =
1

2
(5𝑥3 − 3 𝑥) 

𝑝4(𝑥) =
1

8
(35𝑥4 − 30𝑥2 + 3) 

𝑝5(𝑥) =
1

8
(63𝑥5 − 70𝑥3 + 15 𝑥) 

 یمای لژاندر را بدست آورتباقی چند جملهتوانیم ممی فورمولبا استفاده از 

  (. 1385:18)عرفانیان، اورعی، 

 های لژاندرایگراف چند جمله

وان تای میداده شده فوق مطابق رسم توابع چند جمله هایمثالبا توجه با 

 (.1صورت زیر نشان داد. )شکلرا به هاآننمایش هندسی هر یک از 

 

 (.189: 1385)عرفانیان، اورعی،  لژاندر هایایگراف چند جمله (1)شکل 
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ور توان به کمک دسترا می« ای لژاندرچند جمله» جملات لژاندر  کلیهتبصره: 

 فورمول "ردریگز" معروف است. زیر نوشت که به

𝑝𝑛 =

1
2𝑛 ∙ 𝑛!

𝑑𝑛(𝑥2 − 1)𝑛

𝑑𝑥𝑛
               (5) 

-را می ... 𝑝1(𝑥) , 𝑝2(𝑥) , 𝑝3(𝑥)ثالبه عنوان م (5)اثبات رابطه ازقبل 

  کنیم.کردیم، مقایسه میهایی که از قبل محاسبه می 𝑝𝑛(𝑥)نویسیم و آن را با 

𝑛 = 1  ∶    𝑝1(𝑥) =
1

2(1!)
 . (2 𝑥) = 𝑥 

𝑛 = 2 ∶   𝑝2(𝑥) =
1

4(2!)
((𝑥2 − 1)2)′′ =

1

8
(4 𝑥(𝑥2 − 1))

′

=
1

2
(3𝑥2 − 1) 

𝑛 = 3 ∶   𝑝3(𝑥) =
1

23(3!)
((𝑥2 − 1)3)′′′ =

1

2
(5𝑥3 − 3 𝑥) 

𝑛 = 6 ∶   𝑝6(𝑥) =
1

26(6!)

𝑑6(𝑥2 − 1)6

𝑑𝑥6
 

=
1

16
(231𝑥6 − 315𝑥4 + 105𝑥2 − 5) 

 خواهیم ثابت کنیم: می، فورمول رو دریگز ثبوت

𝑝𝑛(𝑥) =
1

2𝑛 𝑛!

𝑑𝑛(𝑥2 − 1)𝑛

𝑑𝑥𝑛
 

𝑦کنیم این کار فرض می برای = (𝑥2 − 1)𝑛  :در این صورت 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2 𝑥𝑛(𝑥2 − 1)𝑛−1       ⟹       

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2 𝑛𝑥𝑦

(𝑥2 − 1)
 

 ⟹  (𝑥2 − 1)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2 𝑛𝑥𝑦                     (6) 

𝑚ستور لایب نیتس طبق د (6)رابطهاز  +  گیریم. بار مشتق می 1

 دستور لایب نیتس 
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(1 − 𝑥2)𝑦′′ + 𝑎𝑥𝑦′ + 𝑏𝑦 = 0 

 معادله بالا :ام -𝑛مشتق مرتبه 

(1 − 𝑥2)𝑦(𝑛+2) − 𝑥(2 𝑛 − 𝑎)𝑦(𝑛+1) + (𝑛𝑎 + 𝑏

+ 𝑛(𝑛 − 1))𝑦(𝑛) = 0 

(𝑥2 − 1)
𝑑𝑚+2𝑦

𝑑𝑥𝑚+2
+ (𝑛 + 1)

𝑑𝑚+1𝑦

𝑑𝑥𝑚+1
 ∙ 2𝑛 +

𝑛(𝑛 + 1)

2!

𝑑𝑚𝑦

𝑑𝑥𝑚
 

∙ 2 = 0 

 به بیان ساده تر:

2𝑛(𝑥
𝑑𝑚+1𝑦

𝑑𝑥𝑚+1
+ (𝑛 + 1)

𝑑𝑚𝑦

𝑑𝑥𝑚
) + (𝑥2 − 1)

𝑑𝑚+2𝑦

𝑑𝑥𝑚+2

+ 2𝑥
𝑑𝑚+1𝑦

𝑑𝑥𝑚+1
− 𝑛(𝑛 + 1)

𝑑𝑚𝑦

𝑑𝑥𝑚
= 0 

 کنیمدراین رابطه فرض می
𝑑𝑚𝑦

𝑑𝑥𝑚
= 𝑧 دراین صورت خواهیم داشت. و 

(1 − 𝑥2)
𝑑2𝑧

𝑑𝑧2
− 2 𝑥

𝑑𝑧

𝑑𝑥
+ 𝑛(𝑛 + 1)𝑧 = 0            (7)  

 باشد و حل آن: خودش یک معادله تفاضلی لژاندر می(7)  که رابطه

𝑧 = 𝑐 𝑝𝑛(𝑥) 

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
= 𝑐 𝑝𝑛(𝑥)   ⟹   𝑥 = 1     ،    𝑝0(𝑥) = 1  ⟹  𝑐

=
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
|𝑥=1 

𝑦 = (𝑥2 − 1)𝑛 = (𝑥 − 1)𝑛(𝑥 + 1)𝑛                (8) 

𝑥بار مشتق گرفته و با قرار دادن  𝑛 (8) از رابطه طبق دستور لایب نیتس  =

 شود.بعد از مشتق گیری نتیجه می 1

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
= (1 + 1)𝑛 ∙ 𝑛! = 2𝑛 ∙ 𝑛! 
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𝑝𝑛(𝑥)شود نتیجه می (6)بنا براین از معادله  =
1

𝑒

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
     ⟹     𝑝𝑛(𝑥) =

1

2𝑛 .𝑛!
 ∙
𝑑𝑛(𝑥2−1)

𝑛

𝑑𝑥𝑛
 .(165: 1389)حسن پور،   

 های لژاندرایخواص چند جمله

  کنیم:در باشند، ثابت میای لژانچند جمله 𝑝𝑚(𝑥)و  𝑝𝑛(𝑥)اگر 

∫ 𝑝𝑚(𝑥)
1

−1
∙ 𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 0   if         𝑚 ≠ 𝑛             

∫ (𝑝𝑛(𝑥))
1

−1

2
𝑑𝑥 =

2

2 𝑛+1
   if        𝑚 = 𝑛                

 معادله تفاضلی لژاندر:: 1اثبات 

(1 − 𝑥2)𝑦′′ − 2 𝑥𝑦′ + 𝑛(𝑛 + 1)𝑦 = 0                    

 شکل دیگر معادله لژاندر

𝑑

𝑑𝑥
((1 − 𝑥2) ∙

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) + 𝑛(𝑛 + 1)𝑦 = 0                 (9) 

-صدق می (9)باشد، پس در رابطه یک حل معادله می 𝑝𝑚(𝑥)و  𝑝𝑛(𝑥)چون 

 کند.

(

 (1 − 𝑥2) ∙
𝑑𝑝𝑛 (𝑥

𝑑
𝑑𝑥
)

𝑑𝑥

)

 + 𝑛(𝑛 + 1)𝑝𝑛(𝑥)

= 0           (10) 

 یا 

𝑑

𝑑𝑥
((1 − 𝑥2) ∙

𝑑𝑝𝑚(𝑥)

𝑑𝑥
) + 𝑚(𝑚 + 1)𝑝𝑚(𝑥)

= 0            (11) 



 

 
 

228 

څېړنیز ژورنال-فراه علمی  

روش حذف تحویلی، طبق حل سیستم به (11)و  (10)های اگر رابطه

کنیم و از هم کم ضرب می 𝑝𝑛(𝑥)را در  (11)و رابطه  𝑝𝑚(𝑥)در  (10)رابطه 

 کنیم. می

𝑝𝑚(𝑥) ∙
𝑑

𝑑𝑥
((1 − 𝑥2)

𝑑𝑝𝑛(𝑥)

𝑑𝑥
 )

− 𝑝𝑛(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥
((1 − 𝑥2)

𝑑𝑝𝑚(𝑥)

𝑑𝑥
+ (𝑛(𝑛 + 1)

− 𝑚(𝑚 + 1))  

𝑝𝑛(𝑥) ∙ 𝑝𝑚(𝑥) = 0 

 گیریم.انتگرال می [1،1−]جملات در انتروال  ز هرحالا ا

∫ 𝑝𝑚(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥
((1 − 𝑥2)

𝑑𝑝𝑛(𝑥)

𝑑𝑥
)𝑑𝑥

1

−1

+∫ 𝑝𝑛(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥
((1 − 𝑥2)

𝑑𝑝𝑚(𝑥)

𝑑𝑥
)𝑑𝑥

1

−1

+ (𝑛(𝑛 + 1)

− 𝑚(𝑚 + 1))∫ 𝑝𝑚(𝑥)𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 0
1

−1

 

)به کمک دستور جزء به  باشنداز آن جا که دو تا انتگرال اول مساوی صفر می

 گیریم(.جزء انتگرال می

 در نتیجه:

(𝑛(𝑛 + 1) − 𝑚(𝑚 + 1))∫ 𝑝𝑚(𝑥)
1

−1

∙ 𝑝𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 0 

 بنابراین: 

∫ 𝑝𝑚(𝑥)
1

−1

∙ 𝑃𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 0 
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 گشت لژاندرهای بازفرمول

𝑝𝑛(𝑥)با فرض  = 𝑝𝑛 :به آسانی می توان نشان داد که 

(2 𝑛 + 1)𝑥 𝑝𝑛 = (𝑛 + 1)𝑝𝑛+1 + 𝑛 𝑝𝑛−1 

𝑛𝑝𝑛 = 𝑥𝑝𝑛
′ − 𝑝𝑛−1

′  

(2 𝑛 + 1)𝑝𝑛 = 𝑝𝑛+1
′ − 𝑝𝑛−1

′  

(𝑛 + 1)𝑝𝑛 = 𝑝𝑛+1
′ − 𝑥 𝑝𝑛

′  

(1 − 𝑥2)𝑝𝑛
′ = 𝑛(𝑥 𝑝𝑛−1 − 𝑥 𝑝𝑛) 

(1 − 𝑥2)𝑝𝑛
′ = (𝑛 + 1)(𝑥 𝑝𝑛 − 𝑝𝑛+1) 

 کنیم.طوری ذیل هرکدام را ثبوت می

 گیریمبرای ثبوت آن از این رابطه کار می: 1ثبوت 

(1 − 2 𝑥ℎ + ℎ2)−
1
2 =∑ℎ𝑛

∞

𝑛=0

𝑝𝑛(𝑥) 

 :شودگیریم، نتیجه میمشتق می ℎ از طرفین معادله بالا نسبت به

−
1

2
(1 − 2 ℎ𝑥 + ℎ2)−

3
2 . (−2 𝑥 + 2 ℎ) = ∑𝑛

∞

𝑛=0

ℎ𝑛−1𝑝𝑛(𝑥) 

   یا :

(𝑥 − ℎ)((1 − 2 𝑥ℎ + ℎ2)−
1
2

= (1 − 2 𝑥ℎ + ℎ2) .∑𝑛

∞

𝑛=0

ℎ𝑛−1𝑝𝑛(𝑥) 

(𝑥 − ℎ)∑ℎ𝑛
∞

𝑛=0

𝑝𝑛(𝑥) = (1 − 2 𝑥ℎ + ℎ
2)∑𝑛

∞

𝑛

ℎ𝑛−1𝑝𝑛(𝑥) 

(𝑥 − ℎ)[𝑝0(𝑥) + ℎ𝑝1(𝑥)+. . +ℎ
𝑛−1𝑝𝑛−1(𝑥)

+ ℎ𝑛𝑝𝑛(𝑥)+. . ] 
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= (1 − 2 𝑥ℎ + ℎ2) [𝑝1(𝑥)
+ 2 ℎ𝑝2(𝑥)+.+(𝑛 − 1)ℎ

𝑛−2𝑝𝑛−1(𝑥)
+ 𝑛ℎ𝑛−1𝑝𝑛(𝑥) 

+(𝑛 + 1)ℎ𝑛𝑝𝑛+1(𝑥) + ⋯ ] 

 شود.نتیجه می دهیماز طرفین معادله آخری را مساوی هم قرار می ℎ𝑛 ضرایب

𝑥𝑝𝑛(𝑥) − 𝑝𝑛−1(𝑥)
= (𝑛 + 1)𝑝𝑛+1(𝑥) − 2 𝑥𝑛𝑝𝑛(𝑥)
+ (𝑛 − 1)𝑝𝑛−1(𝑥) 

  طوری خلاصه:به

(2 𝑛 + 1)𝑥 𝑝𝑛(𝑥) = (𝑛 + 1)𝑝𝑛+1(𝑥) + 𝑛 𝑝𝑛−1(𝑥) 

 

 ادله لژاندر در فزیکهای معکاربرد

های لژاندر در مباحث فزیکی و ریاضی بسیار متفاوتی ظاهر ایچند جمله

های معادله تفاضلی صورت حلها ممکن است بهایشوند: مبدا این چند جملهمی

صورت پیامدی از یک فرمول ها احتمال دارد بهایلژاندر باشد این چند جمله

مد یک جستجوی یک مجموعه کامل از توابع ردریگز وارد شوند. ممکن است پیا

های ها در واقع هماهنگایباشند. این چند جمله [1،1−]متعامد روی انتروال

توان ها را میایای اند. این چند جملهزاویه ایتکانههای کروی، نمایانگر ویژه تابع

طریق  را ازهای لژاندر ایبه کمک یک تابع مولد نیز پدید آورد. در اینجا چند جمله

 کنیم.تابع مولد معرفی می

 مبنای فزیکی ـ الکتروستاتیک

-های لژاندر را به کمک یک تابع مولد معرفی میایدر این بخش چند جمله

𝑧را که در  𝑞کنیم. بار الکتریکی  = 𝑎  روی محور𝑧  بگیرید. واقع است در نظر

 ت با:برابر اس 𝑞شکل زیر پتانسیل الکتروستاتیکی بار به بناً 
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 جابجا شده است. اً مبدنسبت به q( پتانسیل الکتروستاتیکی، بار 2شکل)

𝜑 =
1

4 𝜋𝜀0
 
𝑞

𝑟1
              (𝑆𝐼 دستگاه)            (12)   

مسئله ما عبارت است از تعیین پتانسیل الکتروستاتیکی بر حسب مختصات 

ظاهر نخواهد شد(. با  𝑧ل محوردلیل تقارن حو به φ)مختصات  𝜃و  𝑟قطبی کروی 

 استفاده از قانون کوساین

φ =
𝑞

4 𝜋𝜀0
(𝑟2 + 𝛼2 − 2 𝛼𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃)−

1
2
                 (13) 

 ای های لژاندرچند جمله

𝑟حالت  > 𝛼تر ، یا به بیان دقیق𝑟2 > |𝛼2 − 2 𝛼𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃|  را در نظر ،

 ید:ای بسط داد و به رابطه زیر رسک سلسله دو جملهتوان به کمبگیرید. جذر را می

φ =
q

4π𝜀0𝑟
∑𝑝𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)

∞

𝑛=0

(
𝛼

𝑟
)
𝑛

             (14) 

) یهاتواناز  سریاین عبارت یک 
𝛼

𝑟
آید که در آن ضریب توان شمار میبه (

𝑛- ام با𝑝𝑛(cos 𝜃)  .نشان داده شده است𝑝𝑛  های لژاندر هستندایجملهها چند. 

 به کمک تابع زیر تعریف کرد. توان آن ها راو می (3)شکل 
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 𝑝5(𝑥)، 𝑝4(𝑥)، 𝑝3(𝑥)، 𝑝2(𝑥)های لژاندرای( چند جمله3شکل)

𝑔 (𝑡،𝑥) = (1 − 2 𝑥𝑡 + 𝑡2)−
1
2 =∑𝑝𝑛(𝑥)𝑡

𝑛

∞

𝑛=0

   ،       |𝑡|

< 1          (14) 

را  (12) و (11)ن عبارت معادل آن است که سمت راست معادلات ای

و به جای  𝑥کمیت  𝑐𝑜𝑠𝜃جای و در آن به مساوی هم قرار دهیم
𝛼

𝑟
را قرار  𝑡کمیت  

آید. در بخش بعد نشان خواهیم داد که شمار میتابع مولد به (13)دهیم معادله

|𝑝𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)| ≤ |𝑡|برای  (13)ه ، یعنی بسط سلسله معادل 1 < متقارب  1

|𝑡|است. در واقع این سلسله برای  = |𝑥|آنکه  1 = 1 . 

را تعریف  𝑝𝑛(𝑥)ای لژاندر چند جمله (13)در واقع از آن جایی که معادله

-کند، تقارب سلسله ضروری نیست. حتی اگر سلسله متقارب هم باشد، باز میمی

بر  هاآنست آورد و روابط مفیدی میان دها را بهایتوان مقادیر صریح چند جمله

ص گیری از خوارو مناسب است که بهره هرحال، خاصیت تقارب از آن قرار کرد. در

 .(۱۳۹۵)نیکوکار،  سازدسلسله توانی را می

-صورت وکتوری زیر ظاهر میبه اً های فزیکی غالبدر کاربرد (13)معادله 

 .شود

1

|𝑟1 − 𝑟2|
=
1

𝑟
∑(

𝑟

𝑟
)

∞

𝑛=0

𝑛

𝑝𝑛(cos 𝜃)                      (15) 
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 که در آن برای

𝑟> = |𝑟1|  ،    𝑟< = |𝑟2|   ،        |𝑟1| >  |𝑟2|  ، 𝑟> =

|𝑟2|  ،    𝑟< = |𝑟1|   ،          |𝑟2| >  |𝑟1|      

 یم.دهای به صورت زیر بسط میملهگیری از قضیه دو جتابع مولد را، با بهره

(1 − 2 𝑥𝑡 + 𝑡2)−
1
2 =∑

(2 𝑛)!

22 𝑛(𝑛!)2

∞

𝑛=0

(2 𝑥𝑡 − 𝑡2)𝑛

=∑
(2 𝑛 − 1)!!

(2 𝑛)!!

∞

𝑛=0

(2 𝑥𝑡 − 𝑡2)𝑛     (16) 

یب به ضرا 𝑝2و  𝑝0  ،𝑝1های لژاندر، یعنی ایبرای تعداد از اولین چند جمله

𝑡0  ،𝑡1  و𝑡2  تنها در جملات  هاتواننیاز داریم. این𝑛 = شوند، ظاهر می 0,1,2

 توانیم توجه خود را به سه جمله اولی سلسله متناهی، یعنیاز این رو می

0!

20(0!)2
(2 𝑥𝑡 − 𝑡2)0 +

2!

22(1!)2
(2 𝑥𝑡 − 𝑡2)1

+
4!

24(2!)2
(2 𝑥𝑡 − 𝑡2)2

= 1𝑡0 + 𝑥𝑡1 + (
3

2
𝑥2 −

1

2
) 𝑡2 + 𝜃𝑡3 

 و یکتایی سلسله توانی داریم (16)معطوف کنیم. آنگاه با استفاده از معادله 

𝑝0(𝑥) = 1 ، 𝑝1(𝑥) = 𝑥 ، 𝑝2(𝑥) =
3

2
𝑥2 −

1

2
 

ای ملهج بریم که از بسط دوبه کار گیری یک راه حل کلی، پی می رونددر  

𝑥𝑡 2)عامل  − 𝑡2) آید.، سلسله دوگانه زیر بدست می 

(1 − 2 𝑥𝑡 + 𝑡2)−
1
2

=∑
(2 𝑛)!

22 𝑛(𝑛!)𝑛
𝑡𝑛∑(−1)𝑘

𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
(2 𝑥)𝑛−𝑘𝑡𝑘

𝑛

𝑘=0

∞

𝑛=0
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=∑∑(−1)𝑘
(2 𝑛)!

22 𝑛𝑛! 𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
(2 𝑥)𝑛−𝑘𝑡𝑛+𝑘

𝑛

𝑘=0

∞

𝑛=0

                 (17) 

 :آیدصورت زیر در میپس از باز آرایی به (17) معادله

(1 − 2 𝑥𝑡 + 𝑡2)−
1
2

=∑∑
(−1)𝑘(2 𝑛 − 2 𝑘)!

22 𝑛−2 𝑘𝑘! (𝑛 − 𝑘)! (𝑛 − 2 𝑘)!
(2 𝑥)𝑛−2 𝑘𝑡𝑛

[
𝑛
2
]

𝑘=0

∞

𝑛=0

    (18)  

مستقل است. حال با مساوی قرار  𝑘از شاخص پایین  𝑡 که در آن توان متغیر

 داریم  (18)و  (17)توانی  جمله دودادن جمله به

𝑝𝑛(𝑥) = ∑
(−1)𝑘(2 𝑛−2 𝑘)!

2𝑛𝑘!(𝑛−𝑘)!(𝑛−2 𝑘)!
𝑥𝑛−2 𝑘

[
𝑛

2
]

𝑘=0
              (19) 

 .(267: 1387)آرفکن،

 جاذبه شیللژاندر عبارت است از توصیف پتان : یک مثال از کاربرد معادله1مثال

) برای نقاط خارجی( با چشم پوشی از آثار سمتی. با توجه به شعاع  Uزمین، 

 استوایی زمین

R = 63781 ± 0.1 𝑘𝑚 

𝐺𝑀

𝑅
= 62494 ± 0،001

𝑘𝑚2

𝑠2
 

 نویسیم.می

𝑈 (𝑟،𝜃) =
𝐺𝑀

𝑅
[
𝑅

𝑟
−∑𝑎𝑛

∞

𝑛=2

(
𝑅

𝑟
)
𝑛+1

𝑝𝑛(cos 𝜃)]               

 های مصنوعی نشان داده است که که یک سلسله لژاندر است. حرکت ماهواره

𝑎2 = (1082635 ± 11) × 10
−9 

𝑎3 = (−25317) × 10
−9 
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𝑎4 = (−1600 ± 12) × 10
−9 

𝑛سایر ضرایب تا  = حذف شده است، زیرا این  𝑝1محاسبه شده اند. که 20

ای اخیر، های ماهوارهداده ابجایی است، نه یک تغیر شکل.جمله نمایانگر یک ج

 (.291: 1387سازد )آفکن، تعیین وابستگی طول میدان گرانشی زمین را مسیر می

 گیرینتیجه

ت به ترین مسئله ریاضیاکه معادلات تفاضلی یکی از پر کاربردیجایاز آن

-ت تفاضلی استفاده میرود و بسیار از مدل سازی مسائل، اغلب از معادلا شمار می

 ههای مهم را انجام داده است. در ساحکنند. دانشمندان زیادی در این زمینه کار

 نیستند. شویم که دارای شکل سادهشکل از معادلات مواجه میکاربردی معمولًا به

شویم اغلب معادلات هستند مواجه می هاآنمعادلات که در ریاضیات کاربردی به 

عنوان مثال معادله تفاضلی لژاندر نمونه از این باشد. بهمتغیر می هاآنکه ضرایب 

 )ناصر و برخورداراند خاصیباشد که در فزیک و ریاضی از اهمیت معادلات می

توان بر حسب توابع های این معادلات را در حال کلی نمی. جواب(۱۳۸۷همکاران، 

به صورت سلسله به دست های جواب هاآنتوان برای مقدماتی بیان نمود ولی می

های بعضی معادلات تفاضلی مهم در ریاضیات آورد. و همین طور دانستم که جواب

کاربردی هستند این توابع، توابع مقدماتی نبوده و با یک سلسله متقارب تعریف 

شوند، این توابع را توابع خاص نام نهاده اند، توابع خاص در ریاضیات کاربردی می

شوند. و بالاخره معادلات های معادلات تفاضلی محدود نمیابفراوانند و به جو 

های های این معادله در بسیاری از شاخهتفاضلی لژاندر را دانستم که جواب

های لژاندر و ایو همچنین چند جمله ریاضیات کاربردی حایز اهمیت هستند

 ل توجهها دارای خواص قابایهای مهم آنرا درک نمودم که این چند جملهخواص

 .(۱۳۸۷، چیان؛ کرایه۱۳۹۱ِ)ایوبی، هستند
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Abstract 

In this research, we examine Legendre differential equations, 

which are among variable-coefficient equations in applied 

mathematics. These equations are particularly significant due to their 

extensive applications in physics and mathematics. In general, the 

solutions to these equations cannot be expressed in terms of 

elementary functions, but solutions in the form of convergent series 

can be derived. This study demonstrates that many important 

differential equations in applied mathematics include functions 

described by special functions instead of elementary ones. The 

research method employed is library-based, and the analyses indicate 

that Legendre equations play a key role in providing solutions to 

various differential equations. Additionally, Legendre polynomials 

and their unique properties have been explored. Due to their 

remarkable characteristics, these polynomials are significant in 

numerous physical applications, such as the analysis of vibrations and 

wave phenomena. The findings of this research underscore the vital 

position of special functions and Legendre equations in advancing 

theoretical physics and advanced mathematics, and a deep 

understanding of them can lead to the development of new practical 

concepts in these fields. 
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